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KEºA§AIO 1

TANY™TE™

1.1. Oƒπ™ªŸ˜

AÔ Î·ı·Ú¿ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¿Ô„Ë Ô Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Â›Ó·È ¤Ó· Ì¤ÁÂıÔ˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi

ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ¿ÓÙ· Û’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ·

Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. O ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÈ Î·È ÙËÓ Ù¿ÍË

ÙÔ˘. AÓ ·Ó·ÊÂÚıÔ‡ÌÂ ÛÙÔÓ E˘ÎÏÂ›‰ÈÔ ÙÚÈÛ‰È¿Ù·ÙÔ ¯ÒÚÔ ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ô‡ÌÂ

ˆ˜:

– O Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹˜ Ù¿ÍË˜ ¤¯ÂÈ Ì›· Û˘ÓÈÛÙÒÛ·. ŒÓ·˜ Ù¤ÙÔÈÔ˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Â›Ó·È

¤Ó· ‚·ıÌˆÙfi Ì¤ÁÂıÔ˜, .¯. Ë Ì¿˙·, Ë ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· Î.Ï.

– O Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ ¤¯ÂÈ ÙÚÂÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜. ŒÓ·˜ Ù¤ÙÔÈÔ˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Â›Ó·È

.¯. ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ·.

– O Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ¤¯ÂÈ ÂÓÓ¤· Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜. ŒÓ·˜ Ù¤ÙÔÈÔ˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Â›-

Ó·È .¯. Ë Ù¿ÛË ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ ÛÒÌ·ÙÔ˜.

AÓ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÔ‡Ó Û’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ,

ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÔ‡Ó Î·È Û’ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ¿ÏÏÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-

ÓˆÓ. OÈ ÓfiÌÔÈ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô Û˘ÛÙË-

Ì¿ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ·fi ÙËÓ Ù¿ÍË ÙÔ˘. °È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi Ô ÔÚÈÛÌfi˜

ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Á›ÓÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ‚¿ÛÂÈ ÙˆÓ ÓfiÌˆÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÛÙÔ˘˜

ÔÔ›Ô˘˜ ·˘Ùfi˜ ˘·ÎÔ‡ÂÈ. ŸÙ·Ó ¤Ó·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Û’ ¤Ó· ·˘ı·›ÚÂÙÔ Î·-

Ì˘ÏfiÁÚ·ÌÌÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È Û·Ó ÁÂÓÈÎfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜.

ŸÙ·Ó ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Û’ ¤Ó· ÔÌÔÁÂÓ¤˜ ÙÚÈÛ‰È¿Ù·ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ¯·Ú·ÎÙË-

Ú›˙ÂÙ·È Û·Ó K·ÚÙÂÛÈ·Ófi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜.

E‰Ò ı· ÂÍÂÙ·ÛıÔ‡Ó ÌfiÓÔ ÔÈ K·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ› Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ ÁÈ· Û˘ÓÙÔÌ›· ı· ·Ó·-

Ê¤ÚÔÓÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌfiÓÔ ÌÂ ÙË Ï¤ÍË Ù·Ó˘ÛÙ¤˜.

°È· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÔÏÏÒÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ÌÂÁÂıÒÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Ù·Ó˘ÛÙ¤˜. EÂÈ-

‰‹ ‰Â Ô ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Î·È ÔÌÔÁÂÓ‹˜ ÔÈ Ù·Ó˘ÛÙÈ-

Î¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ô‰›‰Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·˘ÙÒÓ ÌÂÁÂ-
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ıÒÓ ‰ÂÓ ·ÏÏ¿˙Ô˘Ó ÌÔÚÊ‹ ÌÂ ÙËÓ ·ÏÏ·Á‹ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. TÔ ·Ó·Ï-

ÏÔ›ˆÙÔ ÙˆÓ Ù·Ó˘ÛÙÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ¤Ó·ÓÙÈ ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-

ÓˆÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ Î‡ÚÈÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ ÙË˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË˜ Ù·Ó˘ÛÙÈÎÒÓ ÌÂıfi‰ˆÓ

ÛÙË ÌË¯·ÓÈÎ‹ ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ Ì¤ÛˆÓ.

1.2 ™Àªμ√§π™ªŸ˜ Δø¡ Δ∞¡À™Δfl¡

ŒÓ·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ¤Ó· ÁÚ¿ÌÌ· (‚·ÛÈÎfi Û‡Ì‚ÔÏÔ), ÙÔ ÔÔ›Ô ·ÎÔ-

ÏÔ˘ıÂ›Ù·È ·fi ¤Ó· ·ÚÈıÌfi ‰ÂÈÎÙÒÓ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ, fiÙ·Ó Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ› ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜,

Î·ÏÔ‡ÓÙ·È ÂÏÂ‡ıÂÚÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ Î·È ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙËÓ Ù¿ÍË ÙÔ˘˜. ¶.¯.

A, ·, B : Â›Ó·È Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹˜ Ù¿ÍË˜ Î·È ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ‰Â›ÎÙÂ˜.

Ai, Bj, cl : Â›Ó·È Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜.

Tij, Fij, R
i
.j : Â›Ó·È Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜. H ÙÂÏÂ›· ÛÙÔÓ ÙÚ›ÙÔ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÛË-

Ì·›ÓÂÈ fiÙÈ Ô ‰Â›ÎÙË˜ j Â›Ó·È ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜.

Eijk, Eijk, E
ij
.k : Â›Ó·È Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÙÚ›ÙË˜ Ù¿ÍË˜.

™ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹, ¤Ó·˜ ‰Â›ÎÙË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÙÔ ÔÏ‡ ‰‡Ô

ÊÔÚ¤˜ ÔfiÙÂ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Î·ÏÂ›Ù·È ¿ÂÚÁÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜ Î·È ‰ÂÓ ÚÔÛÌÂÙÚ¿Ù·È

ÛÙËÓ Ù¿ÍË ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹. .¯.

Ajkk, A
i
qkk : Â›Ó·È Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜.

Bijqjk
, Aijik : Â›Ó·È Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜.

K¿ıÂ ‰Â›ÎÙË˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÂÓfi˜ Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘

Û˘ÓfiÏÔ˘ n ·Î¤Ú·ÈˆÓ, ‰ËÏ·‰‹ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ 1, 2, 3… n. AÓ k Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÂÏÂ‡-

ıÂÚˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÙˆÓ ‰È·Ù¿ÍÂˆÓ ÌÂ Â·Ó¿ÏË„Ë ÙˆÓ n ·ÚÈıÌÒÓ ·Ó¿ k ‰ËÏ·‰‹ nk.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÂÓfi˜ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Â›Ó·È n = 3 Î·È Ô ·ÚÈıÌfi ÙˆÓ Û˘ÓÈ-

ÛÙˆÛÒÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È 3k. ¶.¯.:

– Ô Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ Ai ¤¯ÂÈ 31 = 3 Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜, ÙÈ˜ A1, A2, A3

– Ô Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ Aij ¤¯ÂÈ 32 = 9 Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜, ÙÈ˜ A11, A12, A13, A21,

A22, A23, A31, A32, A33.

AÓ Oxi fiÔ˘ i=1, 2, 3 Â›Ó·È ¤Ó· K·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙfiÙÂ ‰Â›-

ÎÙË˜ ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ 1 ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x1, ‰Â›ÎÙË˜ ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ 2 ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x2

Î·È ‰Â›ÎÙË˜ ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ 3 ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x3.

ÕÏÏÔÈ ÙÚfiÔÈ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Ù·Ó˘ÛÙÒÓ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ ÂÍ˘ËÚÂÙÔ‡Ó Î·Ù¿ ÂÚ›ÙˆÛË

ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛ‹ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È:

– MÂ ¤Ó· ¤ÓÙÔÓÔ ÁÚ¿ÌÌ· fiˆ˜ ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· .¯.

· = ai b = bij



T·Ó˘ÛÙ¤˜

– ™Â ·Ó·Ù˘ÁÌ¤ÓË ÌÔÚÊ‹ ÙÔÔıÂÙÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜ ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÂ ‰‡Ô ·ÚÂÓ-

ı¤ÛÂÈ˜ .¯.

·  = ai = (·1 ·2 ·3)     ‹     · = ·i = � �
b = bij = � �

– OÈ Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÚÒÙË˜ Î·È ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ ÌÔÚÊ‹ ÌËÙÚÒÔ˘ .¯.:

· = ·i = � � ‹     · = �·1 ·2 ·3�

b = bij = � �
O Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ·˘Ùfi˜ ‰ÂÓ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Î·È Î¿ıÂ ÌËÙÚÒÔ Â›Ó·È ¤Ó·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜.

1.3 ™⁄ªμ∞™∏ ¶ƒŸ™£∂™∏˜

AÓ Û’ ¤Ó· ÌÔÓfiÓ˘ÌÔ ‹ Û’ ¤Ó· fiÚÔ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¤Ó·˜ ‰Â›ÎÙË˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ‰‡Ô ÊÔ-

Ú¤˜ (¿ÂÚÁÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜) ·˘Ùfi ‰ËÏÒÓÂÈ ÚfiÛıÂÛË fiÚˆÓ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ 1,

2, 3 ÙÔ˘ Â·Ó·Ì‚·ÓfiÌÂÓÔ˘ ‰Â›ÎÙË, .¯.

·ii = �
3

i=1

·ii = ·11 + ·22 + ·33

a1n bnk ck2 = �
3

n = 1

�
3

k = 1

a1n bnk ck2 = a1n (bn1 c12 + bn2 c22 + bn3 c32) =

·1n bn1 c12 + ·1n bn2 c22 + ·1n bn3 c32 = (·11 b11 + ·12 b21 + ·13 b31) c12 +

+ (·11 b12 + ·12 b22 + ·13 b32) c22 + (·11 b13 + ·12 b23 + ·13 b33) c32

H  Û‡Ì‚·ÛË ÚfiÛıÂÛË˜ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ¤Ó· ‰Â›ÎÙË Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ‰‡Ô

ÊÔÚ¤˜. °È· Ó· ·ÔÊÂ‡ÁÂÙ·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë Û‡Á¯˘ÛË ··ÁÔÚÂ‡ÂÙ·È Ë ÂÌÊ¿ÓÈÛË ¿ÂÚ-

ÁˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ¿Óˆ ·fi ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜.

H Û‡Ì‚·ÛË ÚfiÛıÂÛË˜ Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙÔ ‰ÈÎ·›ˆÌ·:

– Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ ¿ÂÚÁˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ Ì’ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ¿ÏÏÔ .¯.

·in bnj = ·ik bkj

b13

b23

b33

b12

b22

b32

b11

b21

b31

a1

a2

a3

b13

b23

b33

b12

b22

b32

b11

b21

b31

·1

·2

·3
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– Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ Û˘ÓÙÂÓÙÌËÌ¤ÓË ÌÔÚÊ‹ .¯.

y1 = c11 x1 + c12 x2 + c13 x3

y2 = c21 x1 + c22 x2 + c23 x3 � fi yi = cij xj

y3 = c31 x1 + c32 x2 + c33 x3

¢¤ÏÙ· ÙÔ˘ Kronecker
TÔ ‰¤ÏÙ· ÙÔ˘ Kronecker Â›Ó·È Ô ÌÔÓ·‰È·›Ô˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰ij Ô ÔÔ›Ô˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi

ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

‰ij = � (1.1)

TÔ ‰¤ÏÙ· ÙÔ˘ Kronecker ÛÂ ÌËÙÚˆÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È

[‰ij] =� � = I (1.2)

MÔÓ·‰È·›Ô˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÙÚ›ÙË˜ Ù¿ÍË˜ Âijk

O Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Âijk ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

+1 : ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË  Ô˘ ÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ i, j, k ÂÌÊ·Ó›˙Ô˘Ó Ì›· ·fi

ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ 123, 231, 321 fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙË

‰È¿Ù·ÍË 12312

Âijk  � –1 : ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ i, j, k ÂÌÊ·Ó›˙Ô˘Ó Ì›· ·fi ÙÈ˜

·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ 321, 213, 132 fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙË

‰È¿Ù·ÍË 32132 

0 : ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ‰‡Ô ‰Â›ÎÙÂ˜ ¤¯Ô˘Ó ›‰È· ÙÈÌ‹ .¯. 122

1.4 ¶ƒÕ•∂π˜ ª∂ Δ√À˜ Δ∞¡À™ΔE˜

1. ¶ÚfiÛıÂÛË Ù·Ó˘ÛÙÒÓ

MÔÚÔ‡Ó Ó· ÚÔÛÙÂıÔ‡Ó (‹ Ó· ·Ê·ÈÚÂıÔ‡Ó) ÌfiÓÔ Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÙË˜ ›‰È·˜ Ù¿ÍË˜.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¤Ó·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÙË˜ ›‰È·˜ Ù¿ÍË˜ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘

ÔÔ›Ô˘ ÂÈÓ·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· (‹ Ë ‰È·ÊÔÚ¿) ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô Ù·Ó˘-

ÛÙÒÓ. .¯.
Aij ± Bij = Cij ‹      A ± B = C (1.4)

EÈÛËÌ·›ÓÂÙ·È fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÈ ›‰ÈÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ ÌÂ ÙËÓ

›‰È· ÛÂÈÚ¿.

2. ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Ù·Ó˘ÛÙÔ‡ ÌÂ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÌÂÁ¤ıÔ˜

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÂÙ·È Ë Î¿ıÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÌÂ ÙÔ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÌÂÁ¤ıÔ˜

(1.3)

0

0

1

0

1

0

1

0

0

0    ·Ó    i π j

1    ·Ó    i = j
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fiÔÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¤Ó·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÙË˜ ›‰È·˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ ÙÔÓ ·Ú¯ÈÎfi .¯.

Ï·i = bi ‹ Ï· = b

ÏAij = Bij ‹ ÏA = B
(1.5)

3. ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Ù·Ó˘ÛÙÒÓ

TÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô Ù·Ó˘ÛÙÒÓ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ Ù¿ÍË˜ ·ÏÏ¿ ¯ˆÚ›˜ Î·Ó¤Ó· ÎÔÈÓfi ‰Â›-

ÎÙË Â›Ó·È ¤Ó·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÔÓ ÔÏÏ·-

ÏÈ·ÛÈ·ÛÌfi ÙË˜ Î¿ıÂ ÌÈ·˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛ·˜ ÙÔ˘ ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÌÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘

¿ÏÏÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹. H Ù¿ÍË ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Î·Ù¿ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÈÛÔ‡Ù·È

ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Ù¿ÍÂˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô Ù·Ó˘ÛÙÒÓ .¯.

ai bi = cij Aij Bkl = Cijkl

ai Fjk = Bijk eijk ul = Aijkl

(1.6)

Afi Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·˘Ù¿ Ê·›ÓÂÙ·È ˆ˜ ÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

·fi ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi Â›Ó·È Ë ·Ú¿ıÂÛË ÙˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ÙˆÓ ‰‡Ô Ù·Ó˘ÛÙÒÓ. 

4. ™‡ÌÙ˘ÍË Ù·Ó˘ÛÙÒÓ

™‡ÌÙ˘ÍË Û’ ¤Ó· Ù·Ó˘ÛÙ‹ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó ‰‡Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ ÂÍÔÈÌÔÈÒÓÔÓÙ·È

ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¤Ó·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Î·Ù¿ ‰‡Ô Ù¿ÍÂÈ˜ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜. H Û‡ÌÙ˘ÍË ·˘Ù‹ ¯·-

Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È Û·Ó ·Ï‹.

H Û‡ÌÙ˘ÍË ÌÔÚÂ› Â›ÛË˜ Ó· ·ÊÔÚ¿ ÙËÓ ÂÍÔÌÔ›ˆÛË ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ ‹ Î·È ·Ú·¿Óˆ

‰ÂÈÎÙÒÓ ÔfiÙÂ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È Û·Ó ÔÏÏ·Ï‹. .¯.

– ·Ï‹ Û‡ÌÙ˘ÍË

Û‡ÌÙ˘ÍË
Aij fi Aii = A11 + A22 + A33

Û‡ÌÙ˘ÍË
·i bj fi ·i bi = ·1 b1 + ·2 b2 + ·3b3 (1.7)

Û‡ÌÙ˘ÍË
Eij uk fi Eijuj = ·i ‹ Eij ui = bj ‹ Eii uk = ck

Û‡ÌÙ˘ÍË
Aij Bkm fi Aij Bim = Cjm ‹ Aij Bkk = Fij

Aij Bki = Djk ‹ Aij Bjm = Gim

Aii Bkm = Ekm ‹ Aij Bkj = Hik

– ÔÏÏ·Ï‹ Û‡ÌÙ˘ÍË

Û‡ÌÙ˘ÍË
Aij Bkm fi AijBij

Û‡ÌÙ˘ÍË
AijBkmCpqfi AijBjmCmq = Diq (1.8)

Û‡ÌÙ˘ÍË
ÂijkTlm fi ÂijkTjk = ui

T·Ó˘ÛÙ¤˜ 15



ŸÙ·Ó Ë Û‡ÌÙ˘ÍË Á›ÓÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÌÂ ÙÔ ‰¤ÏÙ· ÙÔ˘ Kronecker Ô‰ËÁÂ›

·ÏÒ˜ ÛÙËÓ ·ÏÏ·Á‹ ÙÔ˘ ·ıÚÔÈÛÙÈÎÔ‡ ‰Â›ÎÙË ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹, .¯.

‰ij Ai = Aj ‰ij Ajk = Aik (1.9)

™˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ› ÛÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ K·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ·

ŒÓ· K·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· Û˘-

ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·Ó ‰ÔıÔ‡Ó

(Û¯. 1.1)

– Ë ·Ú¯‹ O

– ÙÚÂÈ˜ Î¿ıÂÙÔÈ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔ-

ÓÂ˜ ÌÂ ·Ú¯‹ ÙÔ O Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›-

˙ÔÓÙ·È ÌÂ Ox1, Ox2, Ox3.

– ÙÚ›· ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·

Î·Ù¿ ÙÈ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·Ífi-

ÓˆÓ Oxi Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ

e1, e2, e3.
™¯‹Ì· 1.1

H ı¤ÛË ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ™ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Ô˘

Â›Ó·È ÔÈ ÚÔ‚ÔÏ¤˜ ÙË˜ O™ ¿Óˆ ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ Oxi.

ŒÓ· ‰È¿Ó˘ÛÌ· u= ui ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (Û¯. 1.1)

u = u1 e1 + u2 e2 + u3 e3 = uiei (1.10)

fiÔ˘ u1 = uqe1 = u cosÊ1 u2 = uqe2 = u cosÊ2 u3 = uqe3 = u cosÊ3

ŒÓ· ÌÔÓ·‰È·›Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ· uo Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ u ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤-

ÛË:
uo = �

Ω
u

uΩ
� = c1e1 + c2e2 + c3e3 = ciei (1.11)

fiÔ˘ c1 = cosÊ1, c2= cosÊ2, c3 = cosÊ3 Ù· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛ‹˜ ÙÔ˘.

TÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ a Î·È b ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

aqb =(a1e1 + a2e2 + a3e3)q(b1e1 + b2e2 + b3e3) =

= a1b1 + a2b2 + a3b3 = aibi (1.12)

TÔ Ì¤ÙÚÔ ÂÓfi˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ u Ô˘ Â›Ó·È ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ ÛÙ· ‰È¿ÊÔÚ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘-

ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ‰›‰ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

u

Ê1

Ê2

Ê3

O

e1

x2e2

x3

e3

x1
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ΩuΩ = ΩuiΩ = 	u
iu
i
 = 	u
2
1
+
 u
2

2
+
 u
3
2
 (1.13)

TÔ ÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ a¥b ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ· d ÙÔ ÔÔ›Ô ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË

Û¯¤ÛË:

d = a¥b = � � (a2b3 – a3b2)e1 + (a3b1 – a1b3)e2 + (a1b2 – a2b1)e3 (1.14)

MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÌÔÓ·‰È·›Ô˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Âijk Ë Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

d = di = Âijk ajbk (1.15)

TÔ ÌÈÎÙfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ (a¥b)qd Â›Ó·È ¤Ó· ·ÚÈıÌËÙÈÎfi Ì¤ÁÂıÔ˜ Ï Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·Ô ÙË

Û¯¤ÛË:

Ï = � � = a1b2d3 – a1b3d2 – a2b1d3 + a2b3d1 + a3b1d2 – a3b2d1 (1.16)

MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÌÔÓ·‰ÈÎÔ‡ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Âijk ÙÔ ÌÈÎÙfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

Ï = Âijk aibjdk (1.17)

MÂ ÙÔ˘˜ ·Ú·¿Óˆ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ, ÙÔ˘ ÂÛˆÙÂÚÈÎÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘,

ÙÔ˘ ÂÍˆÙÂÚÈÎÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ÌÈÎÙÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È Ë ÂÍÔÌÔ›ˆÛË

ÙˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÌÂ Ù·Ó˘ÛÙÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜.

1.5 NŸª√π ª∂Δ∞™Ã∏ª∞Δπ™ª√⁄ K∞ƒΔ∂™π∞¡fl¡ Δ∞¡À™Δfl¡

1.5.1 T·Ó˘ÛÙ‹˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹˜ Ù¿ÍË˜

ŒÛÙˆ º(xi) Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ º ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô xi ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·Á-

Ì¤ÓˆÓ Oxi Î·È º(x¢
i) Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ º fiÙ·Ó ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Ox¢

i.

H º Û·Ó Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹˜ Ù¿ÍË˜ Â›Ó·È ¤Ó· ‰·ıÌÔÙfi Ì¤ÁÂıÔ˜ Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›-

˙ÂÙ·È ÌfiÓÔ ·fi ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ÙÔ˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘-

ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. ™˘ÓÂÒ˜ Â›Ó·È:

º(xi) = º(x¢
i) (1.18)

1.5.2 T·Ó˘ÛÙ‹˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜

ŒÛÙˆ Oxi, Ox¢
i ‰‡Ô ÔÚıÔÁÒÓÈ· Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÌÂ ÎÔÈÓ‹

·Ú¯‹ O. Î·È cij = cos (x¢
i, xj) Ù· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ÙˆÓ

‰‡Ô Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ fiˆ˜ ·˘Ù¿ ‰Â›¯ÓÔÓÙ·È Î·È ÛÙÔÓ ÈÓ. 1.1.

a3

b3

d3

a2

b2

d2

a1

b1

d1

e3

a3

b3

e2

a2

b2

e1

a1

b1
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MÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ‰‡Ô ÌÔÓ·‰È·›ˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ei, e¢i
ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜:

e¢1= c11e1 + c12e2 + c13e3

e¢2 = c21e1 + c22e2 + c23e3 (1.19)

e¢3 = c31e1 + c32e2 + c33e3

ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÌÂ Û˘ÓÙÔÌ›· ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

e¢i = cijej (1.20)

AÏÏ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ÚfiÏÔ ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ÌÂ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

Â›ÛË˜:

e¢j = cijei (1.21)

ŒÓ· ‰È¿Ó˘ÛÌ· u ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Oxi ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

u = uj ej (1.22)

Î·È ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Oxi¢ ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

u = u¢i e¢i (1.23)

AÓ ÛÙËÓ ÂÍ. 1.23 ·ÓÙÈÎ·ıÙ·ÛÙ·ıÔ‡Ó Ù· e¢i ·fi ÙËÓ ÂÍ. 1.20 ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

u = u¢i cij ej (1.24)

™˘ÁÎÚ›ÓÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÂÍÈÛ. 1.22, 24 ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ u ÛÙ·

‰‡Ô Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Ë Û¯¤ÛË:

uj = cij u¢i ‹     u = CT u¢ (1.25)

H ÂÍ. 1.25 ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÓfiÌÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ Ù·Ó˘ÛÙÒÓ ÚÒÙË˜ Ù¿-

ÍË˜. AÏÏ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ÚfiÏÔ ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ÌÂ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÌÔÚÔ‡-

ÌÂ Â›ÛË˜ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ:

u¢i = cij uj ‹     u¢ = C u (1.26)

EÈÛËÌ·›ÓÂÙ·È Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÂÍ. 1.25, 26. ™ÙËÓ ÂÍ. 1.25 Ô ÂÏÂ‡ıÂÚÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜

ÙÔ˘ cij Â›Ó·È Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ÂÓÒ ÛÙËÓ ÂÍ. 1.26 Ô ÂÏÂ‡ıÂÚÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜ ÙÔ˘ cij Â›Ó·È Ô ÚÒÙÔ˜.

™˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜

Afi ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÂÍ. 1.26 ÛÙËÓ ÂÍ. 1.25 Î·È ÌÂ ÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË ÂÈÏÔÁ‹

ÙˆÓ ¿ÂÚÁˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË:

uj = cij cik uk

EÂÈ‰‹ ÙÔ u Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÔ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· uj = uj ·Ó Ë

ÛÙ·ıÂÚ¿ cij cik ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 1. AÏÏ¿ Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ cij cik ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰Â›ÎÙÂ˜ j, k.

EÈÊ·ÓÂÈ·ÎÔ› ÊÔÚÂ›˜18
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AÓ j = k ·˘Ù‹ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 1 ÂÓÒ ·Ó j � k ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ Δ. EÔÌ¤Óˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

cij cik = ‰jk ‹     C CT = I (1.27) 

H ÂÍ. 1.27 ÛÂ ·ÓÂÙ˘ÁÌ¤ÓË ÌÔÚÊ‹ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÂ ÂÓÓ¤· ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ Î·ÏÔ‡-

ÓÙ·È Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜.

AÓ ·ÓÙÈı¤Ùˆ˜ Ë ÂÍ. 1.25 ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÂ› ÛÙËÓ ÂÍ. 1.26 ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË:

ui¢ = cij ckj u¢k
·fi ÙËÓ ÔÔ›· ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıˆÁÔÓÈÎfiÙËÙ·˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹:

cij ckj = ‰ik ‹     CT C = I (1.28)

ŒÓ·˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ fiˆ˜ ·˘Ùfi˜ ÙˆÓ ÂÍ. 1.25, 1.26 ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÔÈ Û˘-

ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÏËÚÔ‡Ó ÙÈ˜ ÂÍ. 1.27, 28 Î·ÏÂ›Ù·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜.

1.5.3 T·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜

O ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ Tij = ui˘j Û’ ¤Ó· ¿ÏÏÔ Û‡ÛÙËÌ·

Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ÂÍ. 1.25 1.26

Tij¢ = u¢i ˘¢j = (cik uk) (cjl ˘l) = cik cjl uk ˘l

T¢ij = cik cjl Tkl ‹     T¢ = CT TC (1.29)

MÂ ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙˆÓ Û˘ÓıËÎÒÓ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜ Â‡ÎÔÏ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ

ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜:

Tij = cki clj T¢kl ‹     T = CT¢CT (1.30)

1.5.3 T·Ó˘ÛÙ¤˜ ÓÈÔÛÙ‹˜ Ù¿ÍË˜

O ÓfiÌÔ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Ù·Ó˘ÛÙÒÓ ÚÒÙË˜ Î·È ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÁÂÓÈÎÂ‡Â-

Ù·È Î·È ÁÈ· Ù·ÓÈÛÙ¿˜ ÓÈÔÛÙ‹˜ Ù¿ÍË˜.

Tijm…… = cik cjl cmn……Tkln… (1.31)

1.6 H ™Àªª∂Δƒÿ∞ ™Δ√À˜ Δ∞¡À™ΔŒ˜

ŒÓ·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ‰‡Ô ‰Â›ÎÙÂ˜ fiÙ·Ó Ë ·ÌÔÈ‚·›· ·ÓÙ·Ï-

Ï·Á‹ ÙÔ˘˜ ·Ê‹ÓÂÈ ·ÓÂËÚ¤·ÛÙÔ ÙÔÓ Ù·Ó˘ÛÙ‹, .¯.

Tij = Tji (Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ˆ˜ ÚÔ˜ i, j)

Aijk = Aikj (Û˘ÌÌÂÙÚ›· ˆ˜ ÚÔ˜  j, k)

Bijklm = Bjikml (Û˘ÌÌÂÙÚ›· ˆ˜ ÚÔ˜ i, j Î·È l, m)

H Û˘ÌÌÂÙÚ›· Û’ ¤Ó· Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÌÔÚÂ› Â›ÛË˜ Ó· ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Û’ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ‰Â›ÎÙÂ˜

ÔfiÙÂ Ë ÛÂÈÚ¿ ·Ó·ÁÚ·Ê‹˜ ÙÔ˘˜ ‰ÂÓ ·›˙ÂÈ ÚfiÏÔ, .¯.

Aijk = Aikj = Ajki = Akij = Akji
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ŒÓ·˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ‰‡Ô ‰Â›ÎÙÂ˜ fiÙ·Ó Ë ·ÌÔÈ‚·›·

·ÓÙ·ÏÏ·Á‹ ÙÔ˘˜ ÂÈÊ¤ÚÂÈ ÌfiÓÔ ·ÏÏ·Á‹ ÚÔÛ‹ÌÔ˘, .¯.

Aijk =  –Akji (·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚ›· ˆ˜ ÚÔ˜ j, k)

K·È Ë ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚ›· ÌÔÚÂ› Â›ÛË˜ Ó· Â›Ó·È ÔÏÈÎ‹.

£· ÂÍÂÙ·ÛıÂ› ÙÒÚ· ÏÂÙÔÌÂÚ¤ÛÙÂÚ· Ë Û˘ÌÌÂÙÚ›· Î·È Ë ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚ›· ÛÙÔÓ Ù·-

Ó˘ÛÙ‹ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜.

– EÂÈ‰‹ ÏfiÁˆ ÙË˜ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ Aij = Aji, Ë ·ÏÏ·Á‹ ·˘Ù‹ ÙˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ÛÙËÓ ÂÚ›-

ÙˆÛË Ô˘ Ô Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÁÚ·ÊÂ› ÛÂ ÌËÙÚˆÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹, ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÂ› ÌÂ ÙËÓ ·ÏÏ·Á‹

ÙˆÓ ÛÙËÏÒÓ ÛÂ ÛÂÈÚ¤˜ Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·. ™˘ÓÂÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

A =AT =� � (1.32)

ŒÓ·˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ¤¯ÂÈ ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÌfiÓÔ ¤ÍÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙË-

ÙÂ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜.

– EÂÈ‰‹ ÏfiÁˆ ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚ›·˜ Bij = –Bji Ù· ‰È·ÁÒÓÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. ™˘-

ÓÂÒ˜ ÁÈ· ¤Ó· ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

B = –BT = � � (1.33)

– ŒÓ·˜ ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ Tij ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·Ï˘ıÂ› Û’ ¤Ó·

Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi Î·È Û’ ¤Ó· ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi Ù·Ó˘ÛÙ‹ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ

ÂÍ›ÛˆÛË:

Tij = �
1

2
�(Tij + Tji) + �

1

2
�(Tij – Tji) = T(™)

ij + T(A)
ij (1.34)

fiÔ˘ T(™)
ij = �

1

2
�(Tij + Tji) Â›Ó·È Ô Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜

Î·È T(A)
ij = �

1

2
�(Tij – Tji) Â›Ó·È Ô ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜.

1.7 K⁄ƒπ∂˜ ΔπªŒ˜ ∫∞π ∫⁄ƒπ∂˜ ¢π∂À£⁄¡™∂π˜ ™Àªª∂Δƒπ∫fl¡
Δ∞¡À™Δfl¡ ¢∂⁄Δ∂ƒ∏˜ ΔÕ•∏˜

ŒÛÙˆ Tij ¤Ó·˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ Ô ÔÔ›Ô˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ

Î¿ÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô ™ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, Î·È ni ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÌÔÓ·‰È·›Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÔÚ›-

˙ÂÈ ÌÈ· ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ‰È· ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ™ (Û¯. 1.2). TÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ Tij nj ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÂ

ÙÚÂÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ô‡ÌÂ fiÙÈ ·Ó‹ÎÔ˘Ó Û’ ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ· u ÙÔ

ÔÔ›Ô Î·È ÔÚ›˙Ô˘Ó. ™˘ÓÂÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

ui = Tij nj (1.35)
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0

–B23

0

-B12

-B13

A13

A23

A33

A12

A22

A23

A11

A12

A13
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™¯‹Ì· 1.2 ™¯‹Ì· 1.3

°ÂÓÈÎ¿ ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

bi = Tij ·j

·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ·j ÛÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· bi Ì¤Ûˆ ÙÔ˘ ÌË-

ÙÚÒÔ˘ Tij.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÁÈ· Î¿ÔÈÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ni ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ui Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

·fi ÙÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙË˜ ÂÍ. 1.35 Â›Ó·È Û˘ÓÂ˘ıÂÈ·Îfi ÌÂ ÙÔ ni (Û¯. 1.3) ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡-

ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

ui = Ïni (1.36)

fiÔ˘ Ï Ì›· ÛÙ·ıÂÚ¿.

H ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÂÍ. 1.36 Î·ÏÂ›Ù·È Î‡ÚÈ· ‰ÈÂ‡Óı˘ÓÛË. 

£· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Î‡ÚÈÂ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎÔ‡ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Tij.

Afi ÙÈ˜ ÂÍ. 1.35, 36 Î·È ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ fiÔ˘ ni = ‰ijnj ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

Tij nj = Ï ‰ij nj fi (Tij – Ï‰ij) nj = 0 (1.37)

™Â ·ÓÂÙ˘ÁÌ¤ÓË ÌÔÚÊ‹ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍ. 1.37 ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(T11 – Ï)n1 + T12n2 + T13n3 = 0

T12n1 + (T22 – Ï)n2 + T23n3 = 0 (1.38)

T13n1 + T23n2 + (T33 – Ï)n3 = 0

TÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ 1.38 Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓ¤˜ Î·È ÁÈ· Ó· ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË, ‰ËÏ·‰‹ Ó·

ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ni � 0 Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È:

� � = 0     ‹     ΩTij – Ï‰ijΩ = 0 (1.39)

Afi ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÙˆÓ ÂÍ. 1.39 ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË:

Ï3 – I1Ï2 – I2Ï – I3 = 0 (1.40)

T13

T23

T33 – Ï

T12

T22 – Ï

T23

T11 – Ï

T12

T13

x2

x3

™

ui = Ïni

ni

x1

x2

ui

x3

™

ni

x1
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fiÔ˘ ÔÈ ‚·ıÌˆÙÔ› Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜

I1 = Tr T = Tii = T11 + T22 + T33

I2 = �
1

2
� (I1 – Tr T2) = T11 T22 +T22 T33+T33 T11 – T2

23 – T13
2 – T2

12 (1.41)

I3 = ΩTijΩ=T11 T22 T33 – 2T12T23 T13 + T11 T2
23 + T22 T2

13 + T33 T2
12

Î·ÏÔ‡ÓÙ·È ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÂ˜ ÚÒÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Î·È ÙÚ›ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹

Tij Î·È Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ.

OÈ ÙÚÂÈ˜ Ú›˙Â˜ Ï1, Ï2, Ï3 ÙË˜ ÂÍ. 1.40 Î·ÏÔ‡ÓÙ·È Î‡ÚÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Tij Î·È ÛÙËÓ Â-

Ú›ÙˆÛË Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ÔÚ›˙Ô˘Ó ÙÚ›Â˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜

Â›Ó·È Î¿ıÂÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Î·È Î·ÏÔ‡ÓÙ·È Î‡ÚÈÂ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜.  

OÈ Ú›˙Â˜ ÙË˜ ÂÍ. 140 Â›Ó·È ¿ÓÙ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Î·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÔÓÙ·È ¤ÙÛÈ

Ô˘ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË Ï1 ≥ Ï2 ≥ Ï3.

E¿Ó Ô Tij ‰ÂÓ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÔ Ù˘¯fiÓ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Oxi ·ÏÏ¿ ÛÙÔ Û‡-

ÛÙËÌ· ÙˆÓ Î‡ÚÈˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ÙfiÙÂ ¤¯ÂÈ ÙË ‰È·ÁÒÓÈ· ÌÔÚÊ‹:

Tij =� � (1.42)

Î·È ÔÈ ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÂ˜ ÚÒÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Î·È ÙÚ›ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ¤¯Ô˘Ó ÙË ÌÔÚÊ‹

I1 = Ï1 + Ï2 + Ï3

I2 = Ï1 Ï2 + Ï2 Ï3 + Ï3 Ï1 (1.43)

I3 = Ï1 Ï2 Ï3

E¿Ó Ï1 = Ï2 ÙfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔ Ô Î‡ÚÈÔ˜ ¿ÍÔÓ·˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ Ï3 ÂÓÒ Î¿ıÂ

‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÛÙÔ Î¿ıÂÙÔ Â›Â‰Ô Â›Ó·È Î‡ÚÈ· ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË (Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ ÂÎ Â-

ÚÈÛÙÚÔÊ‹˜).

E¿Ó Ï1 = Ï2 = Ï3 Î¿ıÂ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË Â›Ó·È Î‡ÚÈ· ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË (Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÈÛfiÙÚÔÔ˜).

AÓ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ni
(1), ni

(2), ni
(3) Ù· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ ·ÍfiÓˆÓ

ÙÔ˘ Î˘Ú›Ô˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Oxi* Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Oxi ÙfiÙÂ ÙÔ ÌËÙÚÒÔ ÌÂÙ·Û¯Ë-

Ì·ÙÈÛÌÔ‡ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ ÈÓ. 1.2.

¶›Ó·Î·˜. 1.2

0

0

Ï3

0

Ï2

0

Ï1

0

0
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x1 x2 x3

x1* c11 = n1
(1) c12 = n2

(1) c13 = n3
(1)

x2* c21 = n1
(2) c22 = n2

(2) c23 = n3
(2)

x3* c31 = n1
(3) c32 = n2

(3) c33 = n3
(3)



1.8 T∞¡À™Δπ∫Ÿ ¶∂¢ÿ√ - ¶∞ƒÕ°ø°√π Δ∞¡À™Δfl¡

T· Ù·Ó˘ÛÙÈÎ¿ ÌÂÁ¤ıË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÂÓfi˜ ¯ÒÚÔ˘ Â›-

Ó·È ÁÂÓÈÎ¿ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘. ŒÓ· ÔÚÈÛÌ¤-

ÓÔ Ù·Ó˘ÛÙÈÎfi Â‰›Ô ÂÔÌ¤Óˆ˜ Â›Ó·È Ô ¯ÒÚÔ˜ ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô Ô Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ T ÔÚ›˙ÂÙ·È Û·Ó

Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ x ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘. {T = T(x)}.

TÔ Ù·Ó˘ÛÙÈÎfi Â‰›Ô ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È Û·Ó Û˘ÓÂ¯¤˜ Â¿Ó ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ T(x)

Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯Â›˜ (‹ ‰È·ÊÔÚ›ÛÈÌÂ˜) Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ x.

™’ ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ K·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

ı¤ÛË˜ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·Ô ÙË Û¯¤ÛË r = xiei Ù·Ó˘ÛÙÈÎ¿ Â‰›· ‰È·ÊfiÚˆÓ

Ù¿ÍÂˆÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜:

– ‚·ıÌˆÙfi Â‰›Ô : f= f(xi) ‹ f= f(x)
– ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô : ui = ui(xi) ‹ u = u(x)
– ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ Ù·Ó˘ÛÙÈÎfi Â‰›Ô : Tij = Tij(xi) ‹ T = T(x)
– ÎÏ.

OÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ Ù·Ó˘ÛÙÈÎÒÓ ·˘ÙÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ¤¯Ô˘Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ Ô

Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙ· ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·.

= fi

= ui,i = ui,j = ui,jk

= Tij,j = Tij,k = Tij,kl

MÂÚÈÎÔ› ÛËÌ·ÓÙÈÎÔ› ‰È·ÊÔÚÈÎÔ› ÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙË

ÌË¯·ÓÈÎ‹ ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ Ì¤ÛˆÓ Î·È ÌÂ ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿

ÌÂÁ¤ıË Â›Ó·È:

1. — = e1 + e2 + e3 (‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ÙÂÏÂÛÙ‹˜ ·Ó¿‰ÂÏÙ·)

2. —qq— = —2 = + + (§·Ï·ÛÈ·Ó‹)

OÚÈÛÌ¤Ó· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÌÂÁ¤ıË Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ ÙÂÏÂÛÙ¤˜ ·˘ÙÔ‡˜ Â›Ó·È:

1. KÏ›ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ·:

gradf = —f = ei ‹     �
∂
∂
xi

� f = f,i (1.44)
∂f
�
∂xi

∂
�
∂x2

3

∂
�
∂x2

2

∂
�
∂x2

1

∂
�
∂x3

∂
�
∂x2

∂
�
∂x1

∂2 Tij�
∂xk ∂xl

∂Tij�
∂xk

∂Tij�
∂xj

∂2ui�
∂xj∂xk

∂ui�
∂xj
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2. AfiÎÏÈÛË ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ u. EÂÈ‰‹ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ¤Ó· ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ

Â›Ó·È ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÌÂÁ¤ıÔ˜.

div u = —qu ‹     ui = ui,i (1.45)

3. ¶ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÙÔ˘ ‰È·Ï‡Ì·ÙÔ˜ u. EÂÈ‰‹ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ¤Ó· ÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂ-

ÓÔ Â›Ó·È Ì¤ÁÂıÔ˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi.

curlu = —¥u ‹     Âijk uk = Âijk uk,j (1.46)

4. §·Ï·ÛÈ·Ó‹ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f. EÂÈ‰‹ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ¤Ó· ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂ-

ÓÔ Â›Ó·È ·ÚÈıÌËÙÈÎfi Ì¤ÁÂıÔ˜.

—2f = —q—f ‹     fi = f,ii (1.47)

Afi ÙÔ˘˜ ·Ú·¿Óˆ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ Ê·›ÓÂÙ·È ˆ˜:

– ·fi ÙËÓ ·Ú·ÁÒÁÈÛË ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÔÚÈÛÌ¤ÓË˜ Ù¿ÍË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÂÏÂ‡ıÂÚÔ ‰Â›ÎÙË

ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÌÈ·˜ Ù¿ÍË˜ ·ÓÒÙÂÚÔ˜ ÂÓÒ

– ·fi ÙËÓ ·Ú·ÁÒÁÈÛË ÂÓfi˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÔÚÈÛÌ¤ÓË˜ Ù¿ÍË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¿ÂÚÁÔ ‰Â›ÎÙË ÚÔ-

Î‡ÙÂÈ Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÌÈ·˜ Ù¿ÍË˜ Î·ÙÒÙÂÚÔ˜.

ŒÛÙˆ Û·Ó ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÁÈ· ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ Ô Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ÚÒÙË˜ Ù¿-

ÍË˜ us(x). £· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÌÂÚÈÎ‹ ·Ú·ÁˆÁfi˜ ÙÔ˘ ˘fiÎÂÈÙ·È Û’ ¤Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈ-

ÛÌfi Ù·Ó˘ÛÙ‹ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Â›Ó·È Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜.

AÓ Oxi Î·È Ox¢
i Â›Ó·È Ù· ‰‡Ô Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Â›Ó·È:

u¢s = csr ur (1.48)

Û˘ÓÂÒ˜ = (1.49)

AÓ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ ÂÍ. 1.49 ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÂ› Ë u¢s ·Ô ÙËÓ ÂÍ. 1.48 ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

= csr (1.50)

°È· ÙÈ˜ K·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ‰ÂÈ ˆ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Û¯Ë-

Ì·ÙÈÛÌÔ‡:

xj = ckj x¢k x¢k = ckj xj (1.51)

OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ·Ó ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛıÔ‡Ó Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· dx¢k, dxj ÁÚ¿-

ÊÔÓÙ·È

dxj = ckjdx¢k dx¢k = ckjdxj (1.52)
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Afi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó:

= ckj = ckj (1.53)

¢È’ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆ˜ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ÙˆÓ ÂÍ. 1.53 ÛÙËÓ ÂÍ. 150 ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

= csrckj (1.54)

Ë ÔÔ›· ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÓfiÌÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜.

¶·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Î·Ù¿ ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË

ŒÛÙˆ .¯. Ô Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Tkl Ô ÔÔ›Ô˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙ· ÛËÌÂ›· P(xi) ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ C

ÛÙÔ ¯ÒÚÔ (Û¯. 1.4). AÓ Tkl(xi), Tkl (xi + dxi) Â›Ó·È ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ ÛÙ· ÛËÌÂ›·

P(xi) Î·È P¢(xi + dxi) Ù· ·¤¯Ô˘Ó ¢s ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ ÙÔ fiÚÈÔ:

lim = (1.55)

¢s  Æ  0

·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Î·ÏÂ›Ù·È ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜

EÂÈ‰‹

dTkl(xi) = dxi (1.56)

Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë ÙÈ˜ ÂÍ. 1.55 Î·È 1.56

¤¯Ô˘ÌÂ:

= = + + = Tkl ,i (1.57·)

H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÛÂ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

= � e1 + e2 + e3� � e1 + e2 + e3� = (1.57 b)

= — Tkl =— TklqnÔ

fiÔ˘ dr/ds = nÔ Â›Ó·È ÙÔ  ÌÔÓ·‰È·›Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ C ÛÙÔ

ÛËÌÂ›Ô xi.

™˘ÓÂÒ˜ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹ Tkl Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô xi Â›Ó·È Ë Û˘ÓÈ-

dr
�
ds

dx3�
ds

dx2�
ds

dx1�
ds

∂Tkl�
∂x3

∂Tkl�
∂x2

∂Tkl�
∂x1

dTkl�
ds

dxi�
ds

dx3�
ds

∂Tkl�
∂x3

dx2�
ds

∂Tkl�
∂x2

dx1�
ds

∂Tkl�
∂x1

dxi�
ds

∂Tkl�
∂xi

dTkl�
ds

∂Tkl�
∂xi

d Tkl�
ds

Tkl(xi + dxi) – Tkl(xi)���
¢s

∂ur�
∂xj

∂u¢s�
∂x¢k

∂x¢k�
∂xj

∂xj�
∂x¢k
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x2

x3

C
P

P′

¢s

O

n0

x1
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ÛÙÒÛ· ÙË˜ ÎÏ›ÛË˜ ÙÔ˘, —Tkl Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô xi ÙË˜

Î·Ì‡ÏË˜ C.

H ÚfiÙ·ÛË ·˘Ù‹ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ· Ù·Ó˘ÛÙ¤˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ Ù¿ÍË˜.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1 N· ‚ÚÂıÂ› ÙÈ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÔÈ Ù·Ó˘ÛÙÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Aii, Biij, ai

Tij, aibjDij, Fij.

OÈ Ù¤ÛÛÂÚÂÈ˜ ÚÒÙÂ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó Ù· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·:

Aii = A11 + A22 + A3

Biij = (B111 + B221 + B331) +(B112 + B222 + B332) + (B113 + B223 + B333)

aiTij = (a1T11 + a2T21 + a3T31) + (a1T12 + a2T22 + a3T32) + 

(a1T13 + a2T23 + a3T33)

aibjDij = (a1b1D11 + a1b2D12 + a1b3D13) + (a2b1D21 + a2b2D22 + a2b3D23) +

(a3b1D31 + a3b2D32 + a3b3D33)

O Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ Fij ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙÈ˜ ÂÓÓ¤· Û˘ÓÈÛÙÒÛÂÈ˜:

F11, F12, F13, F21, F22, F23, F31, F32, F33.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2 N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ù·Ó˘ÛÙÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ: ·) ‰ii, ‚)

‰ij ‰ik ‰jk,  Á) Âijk bj bk

·) ‰ii = ‰11 + ‰22 + ‰33 = 3

‚) ‰ij‰ik‰jk = ‰1j‰1k‰jk + ‰2j‰2k‰jk + ‰3j‰3k‰jk

ÁÈ· j = k = 1 Â›Ó·È ‰11‰11‰11 + ‰21‰21‰11 + ‰31‰31‰11 = 1 + 0 + 0 = 1

ÁÈ· j = k =2 Â›Ó·È ‰12‰12‰22 + ‰22‰22‰22 + ‰32‰32‰22 = 0 + 1 + 0 = 1

ÁÈ· j = k = 3 Â›Ó·È ‰13‰13‰33 + ‰23‰23‰33 + ‰33‰33‰3 = 0 + 0 + 1 = 1

ÁÈ· j � k fiÏÔÈ ÔÈ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎÔ›.

™˘ÓÂÒ˜ ‰ij‰ik‰jk = 3.

Á) MÂ ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙË˜ Û‡Ì‚·ÛË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ ÁÈ· ÙÔ˘˜ ‰Â›ÎÙÂ˜ j, k Î·È ·-

Ú·ÏÂ›ÔÓÙ·˜ Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ÙÔ˘˜ ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

Âijkbjbk = Âi1kb1bk + Âi2kb2bk + Âi3kb3bk =

= Âi12b1b2 + Âi13b1b3 + Âi21b2b1 + Âi23b2b3 + Âi31b3b1 + Âi32b3b2

Afi ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË ·˘Ù‹ ·Ú·ÏÂ›ÔÓÙ·˜ ¿ÏÈ ÙÔ˘˜ ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜ ÚÔ-

Î‡ÙÔ˘Ó:

ÁÈ· i = 1 Â1jkbjbk = b2b3 – b3b2 = 0

ÁÈ· i = 2 Â2jkbjbk = b1b3 – b3b1 = 0
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ÁÈ· i = 3 Â3jkbjbk = b1b2 – b2b1 = 0

™˘ÓÂÒ˜ Âijk bjbk = 0.

TÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·˘Ùfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ì¤Ûˆ˜ ·Ó ÛÎÂÊıÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë Ù·Ó˘ÛÙÈÎ‹ ·-

Ú¿ÛÙ·ÛË Âijkbjbk ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔ ÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ b¥b = 0.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.3 ¢›‰ÂÙ·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· u = 3e1 + 5e2 + e3 ÂÎÊÚ·ÛÌ¤ÓÔ ÛÙÔ Û‡ÛÙË-

Ì· ·ÍfiÓˆÓ Oxi. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ¤ÎÊÚ·Û‹ ÙÔ˘ ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ox¢i ·Ó ÙÔ Û‡ÛÙË-

Ì· Ox¢i Â›Ó·È ÛÙÚ·ÌÌ¤ÓÔ Á‡Úˆ ·Ô ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x3 =x¢3 Î·Ù¿ ÁˆÓ›· ∂=30∞.

OÈ ÁˆÓ›Â˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î· ·fi ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡-

ÙÂÈ ÙÔ ÌËÙÚÒÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡.

C =� �= � �
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ u¢i = cijuj Â›Ó·È:

u¢1 = c1juj = c11u1 + c12u2 + c13u3 = �
	
2

3

�q3 + �

2

1
�q5 = 5,098.

u¢2 =c2juj = c21u1 + c22u2 + c23u3 =– �
1

2
�q3 + �

	
2

3

�q5 = 2,83

u¢3 =c3juj = c31u1 + c32u2 + c33u3 = 1qu3 = u3

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.4 ¢›‰ÂÙ·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

u = 3e1 +5e2 +e3

ÂÎÊÚ·ÛÌ¤ÓÔ ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ·  Oxi. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ¤ÎÊÚ·Û‹

ÙÔ˘ ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Ox¢i. ™ÙÔÓ ›Ó·Î· ‰›‰ÔÓÙ·È ÌÂÚÈÎ¤˜

·fi ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ ¿ÍÔÓÂ˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Û˘-

ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.

T· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ c22, c23 ı· ‚ÚÂıÔ‡Ó ·fi ÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈ-

ÎÔÙËÙ·˜ cij ckj = ‰ik (ÂÍ. 1.28)

ÁÈ· i = 1 k =2 Â›Ó·È c1jk2j = c11c21 + c12c22 + c13c23 = 0

0,707q0 + �
1

2
� c22 + �

1

2
� c23 = 0 fi c22 = –c23

	3
/2 1/2 0

– 1/2 	3
/2 0

0 0 1

c13

c23

c33

c12

c22

c32

c11

c21

c31
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x1 x2 x3

x¢1 30 60 90

x¢2 120 30 90

x¢3 90 90 0

x1 x2 x3

x¢1 45∞ 60∞ 60∞
x¢2 90∞ ? ?

x¢3 ? ? ?



ÁÈ· i = k = 2 Â›Ó·È c2jc2j = c21c21 + c22c22 + c23 c23 = 1

fi
c23 = ±0,707

02 + c2
22 + c2

23 =1
c22 = �0,707

2c2
23 = 1

EÎÏ¤ÁÂÙ·È ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ c22 = 0,707 (∂22 = 45∞) c23 = –0,707 (∂23 = 135).

T· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ e¢3 ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘ e¢1¥e¢2.

e¢3 = e¢1¥e¢2 = � �= –0,707e1 + 0,5e2 + 0,5e3

c31 = –0,707 c32 = 0,5 c33 = 0,5

™˘ÓÂÒ˜ ÙÔ ÌËÙÚÒÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È:

C = � �= � �
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË u¢i = cijuj (ÂÍ. 1.26) Â›Ó·È:

u¢1 = c11u1 + c12u2 + c13u3 = 0,707q3 + 0,5q5 + 0,5q1 = 5,121

u¢2 = c21u1 + c22u2 + c23u3 = 0q3 + 0,707q5 – 0,707q1 = 2,828

u¢3 = c31u1 + c32u2 + u33u3 = –0,707q3 + 0,5q5 + 0,5q1 = 0,879

Û˘ÓÂÒ˜ u¢ = 5,121e1 + 2,828e2 + 0,879e3.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.5 ™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î· ‰›‰ÔÓÙ·È ÔÈ Áˆ-

Ó›Â˜  ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ Ox¢i Î·È Oxi. N·

‚ÚÂıÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Î·È Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

ÏËÚÔ‡ÓÙ·È ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜.

OÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ cij Â›Ó·È Ù· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ›-

Ó·Î· Î·È ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ·Ì¤Ûˆ˜ fiÔÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡:

C = � �–1/	2
 1/2 –1/2

0 1/	2
 1/	2

1/	2
 1/2 –1/2

0,707 0,5 0,5

0 0,707 –0,707

–0,707 0,5 0,5

c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

e1 e2 e3

0,707 0,5 0,5

0 0,707 –0,707
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x1 x2 x3

x¢1 135 60 120

x¢2 90 45 45

x¢3 45 60 120



£· ÂÍÂÙ·ÛıÂ› ·Ó ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜ cijcik = ‰ik Â·ÏËıÂ‡ÔÓÙ·È ÁÈ· ÙÈ˜

‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ j Î·È k.

– ÁÈ· j =k = 1 Â›Ó·È c11c11 + c21c21 + c31c31 = c2
11 + c2

21 + c2
31

= �– �
2

+ � �
2

= 1

– ÁÈ· j = k = 2 Î·È j = k = 3 ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ÔÌÔ›ˆ˜ fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ

ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Î·ıÒ˜ Î·È ÙË˜ ÙÚ›ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÙÔ˘ cij ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÌÔÓ¿‰·.

– ÁÈ· j = 1 k = 2 Â›Ó·È c11c12 + c21c22 + c31c32 = – q + q = 0

OÌÔ›ˆ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ j, k ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È j � k

ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÁÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ fiÚˆÓ ‰‡Ô ÛÙËÏÒÓ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.

– AÓ ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ cjicki = ‰ik fiÏÂ˜ ÔÈ ·Ú·¿-

Óˆ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ÛÂÈÚ¤˜.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.6

·) N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Î‡ÚÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ Î·È ÔÈ Î‡ÚÈÂ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Ù·Ó˘ÛÙ‹

Tij = � �
‚) N· ‚ÚÂıÂ› ·Ó ÔÈ  Î‡ÚÈÔÈ ¿ÍÔÓÂ˜ ÙÔ˘ Tij Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊÔ ‹ ·ÚÈÛÙÂÚfi-

ÛÙÚÔÊÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ.

Á) N· ‚ÚÂıÂ› Ë ‰È·ÁÒÓÈ· ÌÔÚÊ‹ ÙÔ˘ Tij.

·) £· Ú¤ÂÈ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ. 1.39 Ó· Â›Ó·È:

� � = (4 – Ï)(4 – Ï)(1 – Ï) – (1 – Ï) = (1 – Ï)[(4 – Ï)2 – 1] =

= (1 – Ï)(3 – Ï)(5 – Ï)

™˘ÓÂÒ˜ ÔÈ Î‡ÚÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ Â›Ó·È Ï1 = 5 Ï2 = 3 Ï3 = 1

°È· Ï1 = 5 ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍ. 1.38 Á›ÓÂÙ·È:

} ‹
fi

n(1)
1 =–n(1)

2

n(1)
3 = 0

–n1
(1) –n2

(1) = 0

–n1
(1) –n2

(1) = 0

–4n3
(1) = 0

4–Ï –1 0

–1 4–Ï 0

0 0 1–Ï

4 –1 0

–1 4 0

0 0 1

1
�
2

1
�
	2


1
�
2

1
�
	2


1
�
	2


1
�
	2
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Î·È ·fi ÙË Û˘Óı‹ÎË ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜

n(1)
i  n(1)

i = n1
(1)2

+ n2
(1)2

+ n3
(1)2

= 2n1
(1)2 = 1

ÚÔÎ‡ÙÂÈ n1
(1) = – n2

(1) = ± n3
(1) = 0

°È· Ï2 = 3 ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍ. 1.38 Á›ÓÂÙ·È:

} ‹
fi

Î·È ·fi ÙË Û˘Óı‹ÎË ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜

ni
(2) ni

(2) = n1
(2)2

+ n2
(2)2

+ n3
(2)2

= 2n1
(2)2

= 1

ÚÔÎ‡ÙÂÈ n1
(2) = n2

(2) = ± n3
(2) = 0

°È· Ï3 = 1 ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍ. 1.38 Á›ÓÂÙ·È:

} fi n1
(3) = n2

(3) = 0

Î·È ·fi ÙË Û˘Óı‹ÎË ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜

n(3)
i      n

(3)
i = n1

(3)2
+ n2

(3)
2

+ n3
(3)

2
= n3

(3)
2

= 1

ÚÔÎ‡ÙÂÈ n3
(3) = ± 1.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Â˘ÚÂıÂ›ÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ Î·ÙÂ˘ı‡ÓÛÂˆ˜ ÙˆÓ Î˘-

Ú›ˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ÙÔ ÌËÙÚÒÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È:

cij = C = � �
‚) °È· Ó· Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÚÔ‡ÓÙ·È ÔÈ Û˘Óı‹-

ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜ cijcik = ‰ik.

EÂÈ‰‹ Ë Û˘Óı‹ÎË nini = 1 ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘ cij, oÈ

Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÔÚıÔÁˆÓÈÎfiÙËÙ·˜ ÁÈ· i = k ÏËÚÔ‡ÓÙ·È.

°È· j � k Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÙˆÓ fiÚˆÓ ‰‡Ô ÔÔÈ‰‹-

ÔÙÂ ÛÙËÏÒÓ (‹ ÁÚ·ÌÌÒÓ) Î·È Ë ¿ıÚÔÈÛ‹ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. K·È ·˘Ùfi fiˆ˜ Â‡-

ÎÔÏ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ.

±1/	2
 �1/	2
 0

±1/	2
 ±1/	2
 0

0 0 ±1

3n1
(3) –n2

(3) = 0

–n1
(3)+ 3n2

(3)= 0

0qn3 = 0

1
�
	2


n1
(2) = n2

(2)

n3
(2) = 0

–n1
(2) –n2

(2) = 0

–n1
(2) –n2

(2) = 0

–2 n3
(2) = 0

1
�
	2
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™¯‹Ì· 1.5

°È· Ó· Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ Î˘Ú›ˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊÔ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡-

ÂÈ Ë Û¯¤ÛË n(1)¥n(2) = n(3). ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ·Ó ÁÈ· Ù· n(1)
i , n

(2)
i Ï¿‚Ô˘ÌÂ Ù· ÚÒÙ· Úfi-

ÛËÌ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ Û‡ÛÙËÌ· ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊÔ (Û¯. 1.5.·).

� � = 0 qe1 + 0 qe2 + ��
1

2
�+ �

1

2
�� e3 = e3

AÓ Ï¿‚Ô˘ÌÂ Ù· ‰Â‡ÙÂÚ· ÚfiÛËÌ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ Â›ÛË˜ Û‡ÛÙËÌ· ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊÔ 

(Û¯. 1.5b)

� �= 0 qe1 + 0 qe2 + ��
1

2
�+ �

1

2
�� e3 = e3

Á) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Ù·Ó˘ÛÙÒÓ 2Ë˜ Ù¿ÍË˜ T¢ = CTCT Î·È

Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ Ù· ÚÒÙ· ÚfiÛËÌ· ÙÔ˘ ÌËÙÚÒÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È:

T¢ = � � � � = � � =
= � � � � = � �5 0 0

0 3 0

0 0 1

5/	2
 3/	2
 0

–5/	2
 3/	2
 0

0 0 1

1/	2
 –1/	2
 0

1/	2
 1/	2
 0

0 0 1

1/	2
 1/	2
 0

–1/	2
 1/	2
 0

0 0 1

4 –1 0

–1 4 0

0 0 1

1/	2
 –1/	2
 0

1/	2
 1/	2
 0

0 0 1

e1 e2 e3

–1/	2
 1/	2
 0

–1/	2
 –1/	2
 0

e1 e2 e3

1/	2
 –1/	2
 0

1/	2
 1/	2
 0

b.

′

′x2

′x1′x1


4

x3

·.

′ x3x3

x3
′x2

x2x2

x1x1


4
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A.1.1 ·) N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· u=e1 + e2 – e3 Î·È ˘= e1 – e2 Â›Ó·È Î¿-

ıÂÙ· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Î·È Ó· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· w ÒÛÙÂ Ë ÙÚÈ¿‰· ÙˆÓ ‰È·-

Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ u, ˘, w Ó· ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊË ÙÚÈ¿‰· ‰È·-

Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ.

‚) N· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÌËÙÚÒÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ u, ˘, w Î·È ÙˆÓ ‰È-

Â˘ı‡ÓÛÂˆÓ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ.

·.: ·) w = –1/	6
 (e1 + e2 + 2e3) 

‚) C =� �
A1.2 °È· ÙÔÓ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi Ù·Ó˘ÛÙ‹  Tij =� �  Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Î‡ÚÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜

Î·È ÔÈ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÙˆÓ Î‡ÚÈˆÓ Ù¿ÛÂˆÓ.

·.: Ï1 = 12 Ï2 = 7 Ï3 = 2

A.1.3 N· ·Ô‰ÂÈ¯ıÔ‡Ó ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜

I1 = aii I2 = �
1

2
�(aiiajj – aijaij) I3 = ‰ijka1ia2ja3k

A.1.4 ™ÙÔ ‰È‰È¿ÛÙ·ÙÔ ¯ÒÚÔ ÙÔ ÌËÙÚÒÔ ÙÔ˘ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎÔ‡ Ù·Ó˘ÛÙ‹ aik = aki ¤¯ÂÈ ÙË 

ÌÔÚÊ‹  a =Ω Ω. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙ· ÌÂÁ¤ıË Î·È Ó· ÁÚ·ÊÂ› 

ÙÔ ÌËÙÚÒÔ ÛÙÔÓ Î‡ÚÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ.

A.1.5 E¿Ó —qu = 0 —¥u =¥ Ûw Î·È —¥w = – Û̆ . N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ —2u = ü.

a11a12

a21a22

7 3 0

3 7 4

0 4 7

1/	3
 1/	3
 –1/	3

1/	2
 –1/	2
 0

–1/	6
 –1/	6
 –2/	6
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x1 x2 x3

x¢1 4/5	2
 1/	2
 3/5	2

x¢2 –3/5 0 4/5

x¢3 –4/5	2
 1/	2
 –3/5/	2





