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Πρόλογος 
 
 
 
 
 Στο βιβλίο αυτό υπάρχουν οι λύσεις στα «Θέματα εξεταστικών περιόδων» που περι-
λαμβάνονται στο βιβλίο «Στατική των Γραμμικών Φορέων» του Θωμά Ν. Βαλιάση και 

επιπλέον μερικά ακόμη παραδείγματα.  
 Αφορούν θέματα ισοστατικών φορέων, μεθόδου δυνάμεων, μεθόδου μετακινήσεων 
και μεθόδου Cross. 
 Από τις δύο παραλλαγές της μεθόδου μετακινήσεων, επιλέχθηκε για την επίλυση  
όλων των παραδειγμάτων η μέθοδος δυσκαμψίας και μόνο πέντε παραδείγματα για δι-
δακτικούς λόγους επιλύθηκαν και με την κλασική μέθοδο μετακινήσεων. Η επιλογή αυτή 
δικαιολογείται από το γεγονός ότι σήμερα η μέθοδος δυσκαμψίας, σαν τμήμα της γενι-
κότερης μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων, αποτελεί τη βάση κατασκευής προ-
γραμμάτων υπολογισμού. 
 Το βοήθημα αυτό ελπίζεται να συμβάλλει στην κατανόηση των προβλημάτων της Εφ. 
Στατικής. Επισημαίνεται όμως πως την ικανότητα να επιλύει ο φοιτητής τα θέματα της 
Εφ. Στατικής την αποκτά κατά βάση από την παρακολούθηση των μαθημάτων και την 
προσπάθεια που ο ίδιος καταβάλλει για να επιλύσει άγνωστα θέματα. Για το λόγο αυτό 
για ένα αριθμό θεμάτων δίδεται μόνο η εκφώνηση και ορισμένες τιμές για τον έλεγχο της 
ορθότητας της επίλυσής τους. 
 
 
Θεσσαλονίκη, Μάιος 2009 Θ. Ν. Βαλιάσης 
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I.  ΙΣΟΣΤΑΤΙΚΟΙ ΦΟΡΕΙΣ 

 
 
 
 
 

Παράδειγμα 1  

Στο φορέα του σχ. 1 να υπολογιστούν: 

α) Τα διαγράμματα  pΜ, , pQ,  

β) Η στροφή του κόμβου  Ε 

Δεδομένα:  b/h δοκών:  0,3/0,6 m 
 

α) Ο φορέας αποτελείται από το τριαρθρωτό πλαίσιο FKG το οποίο με μία τομή αποχω-
ρίζεται και επιλύεται, και από το τριαρθρωτό πλαίσιο ADB. το οποίο επιλύεται στη συνέ-
χεια 

Αντιδράσεις 

Τριαρθρωτό (FKG) 

GΣM 0=  ◊ - ◊ =yF 8 50 4 0  fi  =yF 25  

KΣM 0=  ◊ - ◊ - =xF 4 25 4 40 0  fi  =xF 35  

xΣF 0=  + - =xG 35 50 0  fi  =xG 15  

Τριαρθρωτό (ΑDB) 

BΣM 0=  ◊ - ◊ - ◊ + ◊ - ◊ =yA 12 25 12 35 8 25 4 15 8 0  fi  =yA 50  

DΣM 0=  ◊ + ◊ - ◊ - ◊ =xA 4 50 4 35 4 25 4 0  fi  =xA 10  

xΣF 0=  - - =xB 50 10 0  fi  =xB 60  

Φορτία διατομής 

= - + = -
δ
CQ 50 25 25  - + = -

α
NQ 50 25 25  

= ◊ =ΗΜ 35 4 140  = - ◊ = -LΜ 15 4 60  

= - ◊ = -

π
CM 35 4 140  = ◊ - ◊ =

δ
CΜ 35 4 10 4 100  

= - ◊ = -

k
CΜ 10 4 40  = - ◊ = -ME 60 4 240  

= ◊ - ◊ = -

δ
NM 50 4 60 4 40  = ◊ =

π
ΝΜ 15 4 60  

= ◊ - ◊ - ◊ = -

α
ΝΜ 50 4 60 4 15 4 100  = ◊ - ◊ = -

δ
NM 50 4 60 4 40  
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Σχήμα 1 
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β)  Ι
◊

= =

3 3bd 0,3 0,6

12 12
 ,     = ◊

7E 21 10  ,      3 2E 1134 10 kN m= ◊ ◊I  

Αν ληφθεί υπόψη μόνο η επίδραση των ροπών στη μετακίνηση Εφ  τότε είναι  

I
= =Ú

p 1
Ε

Μ, M,
φ ds

E
È Ê ˆ- ◊ + ◊ + - - +Á ˜Í Ë ¯Î

1 4 1 4 1 4
( 40) 4 100 4 ( 100) 4

3 12 3 12 3 12
 

 
1 8 8 4 16 1 4

( 40) ( 240) 4 ( 240) 4
6 12 12 12 12 3 12

È ˘Ê ˆ Ê ˆ ˘+ - - - + - - - + - =Á ˜ Á ˜Í ˙ ˙Ë ¯ Ë ¯ ˚Î ˚
 

 
I

-

= = ◊

3226,67
0,235 10

E
 rad 

 
 

Παράδειγμα 2  

Στο φορέα του σχήματος 2 να υπολογισθεί η μετακίνηση του  F. 

Δεδομένα:   3 2E 1134 10 kΝ m= ◊ ◊I , = ◊  3
rEF 1650 10 kN  

 
 
Ο φορέας αποτελείται από το τριαρθρωτό πλαίσιο (ΑDE) το οποίο στηρίζεται στην ενι-
σχυμένη δοκό  (ΕΒC) 

Διάγραμμα  pM,  

Τριαρθρωτό  (ADE) 
Λόγω συμμετρίας είναι = =y yA E 25  

α
DΣM 0=    ◊ - ◊ = fi =    x xΑ 4 25 8 0 A 50  

Ενισχυμένη δοκός  (ΕBC) 

Τίθεται 11S X
¢
=  και εκφράζονται οι αξονικές δυνάμεις των ράβδων συναρτήσει της  Χ  

◊ + ◊ + ◊ - ◊ = + = ¸
˝◊ + ◊ - ◊ = + = ˛

 

  
2 y y

c y

ΣM Β 16 X 12 X 4 25 20 0 16B 16X 500
ΣM Βy 12 X 8 25 16 0 12B 8X 400

   
=

= -

yB 37,5
X 6,25

 

yΣF 0=   - + ◊ + = fi =      y yC 37,5 2 6,25 25 0 C 0  

1 B 2 C
6,25

S S 8,84
cos45¢ ¢ ¢ ¢

-

= = = -       
¢ ¢ ¢ ¢
= = = -11 22 1 2S S S 6,25  

FM 50 4 200= - ◊ = -  ,    BM 25 4 100= - ◊ = -  ,    1M 25 8 37,5 4 50= - ◊ + ◊ = -  

Διάγραμμα 1M,  

(ΑDE): =EΣM 0  ◊ - ◊ =yA 16 1 4 0  fi = yA 0,25  

 =DΣM 0  ◊ - ◊ =xA 4 0,25 8 0  fi = xA 0,5  
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Σχήμα 2 



Ισοστατικοί φορείς 13 
 

 

13 

(EBC): 
= ◊ - ◊ - ◊ - ◊ = - = ¸

˝= ◊ - ◊ - ◊ = - = ˛

 

  
C y y

2 y y

ΣM 0 B 16 X 12 X 4 0,25 20 0 16B 16X 5
ΣM 0 B 12 X 8 0,25 16 0 12B 8X 4

   
=

=

yB 0,375
X 0,0625

 

1 B 2 C
0,0625

S S 0,088
cos45¢ ¢ ¢ ¢

= = =  

FM 0,5 4 2= ◊ =  ,    = ◊ =BM 0,25 4 1 ,    1M 0,25 8 0,375 4 0,5= ◊ - ◊ =  

Υπολογισμός της Fu  

I

l
= + = ◊ - ◊ ◊ ◊ + - ◊ ◊ ◊ +

◊
Ú

p 1 r,p r,1 r
F 3

r

M, M, S S 1 1 1
u ds ( 200) 2 4 2 ( 200) 2 8 2

E EF 3 31134 10
Σ áP  

 + - ◊ ◊ + - ◊ + + - + ◊ ◊ + - ◊ ◊ +
1 1 1

( 100) 1 4 [( 100)(2 1 0,5) ( 50)(1 2 0,5)] 4 ( 50) 0,5 8
3 6 3 Q  

 + ◊ - ◊ ◊ ◊ + - ◊ ◊ + - ◊ ◊ +

◊
3

1
[( 6,25) 0,0625 4 2 ( 6,25) 0,0625 8 ( 8,84) 0,088 5,657

1650 10
 

 + - ◊ ◊( 8,84) 0,088 8,485]  

F 3 3

1 1
u ( 3633,3) ( 17,250)

1134 10 1650 10
= ◊ - + - =

◊ ◊

 

 3 3( 3,204 0,010) 10 3,214 10- -

= - - ◊ = - ◊ . 
 
 

Παράδειγμα 3  

α) Στο φορέα του σχ. 3 να υπολογισθούν τεκμηριωμένα οι μέγιστες τιμές των μεγεθών 
r
BM , r

cQ , yC   όταν ένα ομοιόμορφο φορτίο q 50= kN/m, μήκους  4 m  κινείται στο 

διάστημα  ΑΗ. 

β) Να υπολογισθεί επίσης η βύθιση της άρθρωσης  F  που αντιστοιχεί στην υπολογισθεί-

σα r
BmaxM .  

 
 
α)  Ο φορέας αποτελείται από την ενισχυμένη δοκό  ΑΒF  και από τη συνεχή δοκό  ECDH. 

Υπολογίζονται οι γραμμές επιρροής r
B[M ] , r[Q ] , y[C ]  

• 

r
B[M ] :  Τίθεται άρθρωση δεξιά της στήριξης Β και προκαλείται μετακίνηση 

 Δφ 1rad= -  

• 

r
c[Q ] :  Τίθεται μονοκινητή πάκτωση δεξιά της στήριξης Β και προκαλείται μετακίνηση  

= -  Δh 1m  

• y[C ] :  Καταργείται η στήριξη  C  και προκαλείται μετακίνηση  υ 1m= -  
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Ασκήσεις 
 
 

 
Άσκηση 1 
Στο φορέα του σχήματος να υπολογισθούν: 
α) Τα διαγράμματα  M, Q, N. 
β) Οι γραμμές επιρροής i[Μ ] [, i[Q ]  
 

2,5

A

5 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 2,56 6

B C D
F G H K EL

i

40 kN/m 40 kN/m

50 kN

 
 
Απ.:  Αποτελέσματα  

α) yΑ 25= - ,    yB 75= ,    yC 60,42= ,    yE 50=  

 EM 125= - ,    α
HM 62,48= - ,    δ

ΗΜ 187,52= - ,    ΗΕΝ 50= -  

β) i[Μ ] :  Gυ 1,25= - , iυ 3= , kυ 1,25= - , 

 i[Q ] :  Gυ 0,21= , α
iυ 0,5= - , δ

iυ 0,5= , kυ 0,21= -  
 
 
Άσκηση 2 
Στο φορέα σχήματος να υπολογισθούν: 
α) Τα διαγράμματα  M, Q, N 

β) Oι γραμμές επιρροές επιρροής  i[Q ] , i[M ] , i[N ]   για κίνηση μοναδιαίου φορτίου από 
το  C  έως το  Β . 

 

3

3

2 2 8

B

A

D

C

i

10

30 kN

 

Απ.: 

 y yA : A 130= , xA 106,67=  

yB 120= , xB 136,67= ,  

ADN 106,67=  α
DM 500= , 

k
DΜ 410= , π

DM 90= -  

 i C[Ν ] : υ 1,33= ,  i C[Q ] : υ 1=  

 i C[M ] : υ 2=  




