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KÂÊ¿Ï·ÈÔ Σ
Πρ��λ�ματα παραγωγ�ς και απ�θ�κευσης

Σ.1. Eισαγωγ�

TÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ·˘ÙÔ‡ Â›Ó·È ÎÂÓÙÚÈÎfi Úfi‚ÏËÌ· Î¿ıÂ ·Ú·-
ÁˆÁÈÎ‹˜ ÌÔÓ¿‰·˜ ÂÌÔÚÈÎÔ‡ ‹ ¿ÏÏˆÓ ÚÔ˚fiÓÙˆÓ. ™Â Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô Ë
·Ú·ÁˆÁÈÎ‹ ÌÔÓ¿‰· ¤¯ÂÈ Ì›· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ÌÈ·
ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ·Ôı‹ÎÂ˘Û‹˜ ÙÔ˘. TËÓ ›‰È· ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô ˘¿Ú-
¯ÂÈ ÌÈ· ˙‹ÙËÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ·fi ÙËÓ ·ÁÔÚ¿ Ë ÔÔ›· Ú¤ÂÈ ÁÈ· ÚÔÊ·ÓÂ›˜
ÏfiÁÔ˘˜ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈËıÂ›. ¢ËÏ·‰‹ Ù· ‚·ÛÈÎ¿ ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· ÁÈ· ÌÈ· ·Ú·ÁˆÁÈÎ‹
ÌÔÓ¿‰· Â›Ó·È

(1) Π�τε ÌÈ· ÂÓÙÔÏ‹ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÂÓfi˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÔıÂ›;

(2) Tι π�σ�τητα Ú¤ÂÈ Ó· ·Ú·¯ıÂ›;

H ·¿ÓÙËÛË ÛÙ· ‰‡Ô ·˘Ù¿ ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· ı· Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÔıÂ› ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ
ÈÎ·ÓÔÔ›ËÛË Î¿ÔÈÔ˘ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘. TÔ Û˘ÓËı¤ÛÙÂÚÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ Û’ ·˘Ù¿ Ù· ÚÔ-
‚Ï‹Ì·Ù· Â›Ó·È Ë ÂÏ·¯ÈÛÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÎfiÛÙÔ˘˜.

E›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔ ÛÂ ·˘Ùfi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Ó’ ·Ó·ÊÂÚıÔ‡ÌÂ ÛÂ ÌÂÚÈÎ¿ ·fi Ù· Â›‰Ë
ÎfiÛÙÔ˘˜ Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÓÙ·È ÛÂ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜.

a) K�στ�ς παραγγελ�ας

MÂ ÙÔÓ fiÚÔ ·˘Ùfi ı· ·Ó·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ ÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi
ÙËÓ ‰È·Ú·ÁÌ·ÙÂ˘ÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÈ·˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜, ÙËÓ ÙÔÔı¤ÙËÛË ÙˆÓ
ÌË¯·ÓËÌ¿ÙˆÓ ÛÂ ÌÈ· Î·ÈÓÔ‡ÚÁÈ· ·Ï˘Û›‰· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ÛÂ ÔÙÈ‰‹ÔÙÂ Îfi-
ÛÙÔ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ·fiÊ·ÛË Ó’ ·Ú¯›ÛÂÈ Ë ·Ú·ÁˆÁ‹ ÂÓfi˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜.
E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ·˘Ùfi ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ÙË˜ ÔÛfiÛÙËÙ·˜ Ô˘ ı·
¿ÚÔ˘ÌÂ ·fiÊ·ÛË Ó· ·Ú·¯ıÂ› Î·È ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙËÓ ÚÔÂÙÔÈÌ·Û›· ÁÈ· Ó’
·Ú¯›ÛÂÈ Ë ·Ú·ÁˆÁ‹ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜.

b) K�στ�ς αγ�ρ�ς μ�ν�δας πρ�ϊ�ντ�ς

TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·˘Ùfi Û˘ÌÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ ÌÔÓ¿‰·
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ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜, ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ˘ ·ÓıÚÒÈÓÔ˘ ‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡, ÙËÓ ·ÔÛ‚ÂÛË ÙˆÓ ÌË-
¯·ÓËÌ¿ÙˆÓ , ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Î·È ·˘Ùfi ÙË˜
·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·ÔÛÙÔÏ‹˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜.

c) K�στ�ς απ�θ�κευσης μ�ν�δας πρ�ϊ�ντ�ς

MÂ ÙÔÓ fiÚÔ ·˘Ùfi ı’ ·Ó·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ ÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜
ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÁÈ· Ì›· ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô. ™’ ·˘Ùfi ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Û˘ÌÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂ-
Ù·È Ë Û˘ÓÙ‹ÚËÛË ÙË˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜, Ë ·ÛÊ¿ÏÈÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ·fi ÎÏÔ‹, Ë
ÊÔÚÔÏÔÁ›· ÙˆÓ ·ÔıËÎÂ˘Ì¤ÓˆÓ Î·È Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙË˜ ‰¤ÛÌÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘ ÎÂ-
Ê·Ï·›Ô˘ ÛÂ ·ÔıËÎÂ˘Ì¤Ó· ÚÔ˚fiÓÙ·.

c) K�στ�ς μη-ανταπ�κρισης

MÂ ÙÔÓ fiÚÔ ·˘Ùfi ı’ ·Ó·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ ÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙ·Ó Ì›·
·Ú·ÁÁÂÏ›· ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈËıÂ›. TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·˘Ùfi Â›Ó·È ‰‡ÛÎÔÏÔ Ó·
ÂÎÙÈÌËıÂ› ÁÈ·Ù› fiÙ·Ó ¤Ó·˜ ÂÏ¿ÙË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Ï¿‚ÂÈ ÙÔ ÚÔ˚fiÓ ÙÔ ÔÔ›Ô
¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ÙfiÙÂ ËÁ·›ÓÂÈ ÛÂ ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÙ‹ Î·È Î·È Ë ·Ú·ÁˆÁÈÎ‹ ÌÔÓ¿‰· ¯¿-
ÓÂÈ Î·È ÌÂÏÏÔÓÙÈÎ‹ ˙‹ÙËÛË Î·È ·ÍÈÔÈÛÙ›· ÛÙËÓ ·ÁÔÚ¿. º˘ÛÈÎ¿ ˘¿Ú¯Ô˘Ó
ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï· ÁÈ· ÙËÓ ÂÎÙ›ÌËÛË ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÎfiÛÙÔ˘˜ Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜ ‰È·-
ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ Û˘Óı‹ÎÂ˜.

T· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ Ù· ÔÔ›· ı· ·ÚÔ˘ÛÈ¿-
ÛÔ˘ÌÂ ı· Ù· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙÔ˘ ‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡ ÚÔÁÚ·ÌÌ·ÙÈÛÌÔ‡. °È·
ÏfiÁÔ˘˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ ı· ÍÂÎÈÓ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÔÏ‡ ·ÏÔ˘ÛÙÂ˘Ì¤Ó· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·
Î·È ı· ÚÔ¯ˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂÙ¿ ÛÂ Ï¤ÔÓ ÚÂ·ÏÈÛÙÈÎ¿.

Σ.2. Πρ��λημα παραγωγ�ς και απ�θ�κευσης

™ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ·˘Ù‹ ı· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È
·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿.

1. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÏ¤Á¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË
ÂÓfi˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÁÈ· ¤Ó· ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ·fi  0  ¤ˆ˜  T  ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿-
‰Â˜. O ¯ÚfiÓÔ˜ Â›Ó·È ‰È·ÎÚÈÙfi˜  t=1, 2, …, T.

2. ™ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  1 ([0, 1)) ‰ËÏ. ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  0
˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ˙‹ÙËÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘
Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t  ÁÈ·  t=1, 2, …, T.

3. ™ÙËÓ ·Ú¯‹ Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Ë ·Ú·ÁˆÁÈÎ‹ ÌÔÓ¿‰· ·ÔÊ·Û›-
˙ÂÈ ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ·Ú·¯ıÂ› Î·È ÙÔ
ÔÔ›Ô ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ·fi ÂÎÂ›ÓË ÙË ÛÙÈÁÌ‹ Â›Ó·È ¿ÌÂÛ· ÛÙË ‰È¿ıÂÛË ÙË˜
·Ú·ÁˆÁÈÎ‹˜ ÌÔÓ¿‰·˜. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ¿Óˆ fiÚÈÔ ÛÙËÓ Ô-
ÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ·Ú·¯ıÂ› ÁÈ· ÌÈ· ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÂÚ›Ô‰Ô.
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4. ™Â Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô ¤Ó· ¿Óˆ fiÚÈÔ ÛÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜
Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ ’ ·ÔıËÎÂ˘ÙÂ›.

5. ™Â Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô ¤¯Ô˘ÌÂ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜, ÎfiÛÙÔ˜ ·ÁÔÚ¿˜
ÌÔÓ¿‰·˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Î·È ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÈ˜ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜
Ô˘ ı· ¿ÚÂÈ Ë ÌÔÓ¿‰· ·Ú·ÁˆÁ‹˜.

6. O ÛÎÔfi˜ ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Â›Ó·È Ó· ·ÓÙ·ÔÎÚÈıÂ› Ï‹Úˆ˜ ÛÙË
˙‹ÙËÛË ÌÂ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ‰˘Ó·Ùfi ÎfiÛÙÔ˜.

MÂ ‚¿ÛË Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘-
ÛË˜ Ô˘ ÌfiÏÈ˜ ÂÚÈÁÚ¿„·ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹-
Ì·ÙÔ˜.

T : Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ¯ÚÔÓÈÎÒÓ ÂÚÈfi‰ˆÓ Ô˘ Ë ÌÔÓ¿‰· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ı¤ÏÂÈ Ó·
ÂÏ¤Á¯ÂÈ ÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜.

dt : Ë ˙‹ÙËÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘  t  ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜,  t=1,
2, …, T  (‚Ï. Û¯‹Ì·)

ct

at

dt

t

Ît

bt

ht

Wt

t–1

t–¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·

t

t : ÙÔ ¿Óˆ fiÚÈÔ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ·Ú·¯ıÂ› ·fi ÙË ÌÔ-
Ó¿‰· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ t- ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·Û‹Ì·ÙÔ˜,  t=1, 2, …T.

qt : Ë ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È ÛÂ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔ-
ÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t=1, 2, …, T.

wt : ÙÔ ¿Óˆ fiÚÈÔ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó’ ·ÔıË-
ÎÂ˘ÙÂ› ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ t  ÁÈ·  t=1, 2, …, T

ct : ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·ÁÔÚ¿˜ ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·-
ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t  ÁÈ·  t=1, 2, …, T.

bt : ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙ·Ó ·ÔÊ·˙›ÛÔ˘ÌÂ ·Ú·ÁˆÁ‹
ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ t, ÁÈ·  t=1, 2, …, T.

xt : Ë ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ ·ÔÊ·Û›˙Ô˘ÌÂ Ó· ·Ú·¯ıÂ› ·fi ÙËÓ ÌÔ-
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Ó¿‰· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘  t-¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÁÈ·  t=1, 2, …
T.

ht : ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜, ·fi ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· Ô˘
·ÔÌ¤ÓÂÈ ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘  t-¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ÁÈ· ÙÔ  t-¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿-
ÛÙËÌ· ÌÂ  t=1, 2, …, T.

Ÿˆ˜ ¿ÓÙ· ÙÔ ÚÒÙÔ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ‚‹Ì· Â›Ó·È Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‚¤ÏÙÈÛÙË
Û˘Ó¿ÚÙËÛË. °È· Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‚¤ÏÙÈÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÛËÌ·ÓÙÈÎfi Â›Ó·È Ó· ÂÓÙÔ-
›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›· Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜  n  fiˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ÂÈ
ÛÂ fiÏ· Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ÎÂÊ¿Ï·È· ÙÈ˜ Ê¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. AÔÊ¿ÛÂÈ˜
Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÛÙËÓ ·Ú¯‹ Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ë ·fiÊ·ÛË Ô˘
Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÊıÂ› Â›Ó·È ÙÈ ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ú¤ÂÈ Ó· ·Ú·¯ıÂ› ÒÛÙÂ
ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ÙË˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ Ó· Â›Ó·È
ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ.

OÚ›˙Ô˘ÌÂ ‚¤ÏÙÈÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙËÓ

ft(·t) = {ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· ÙËÓ ÈÎ·ÓÔÔ›ËÛË ÙË˜ ˙‹ÙËÛË˜
ÁÈ· Ù· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  t, t+1, …, T  fiÙ·Ó Ë ÔÛfiÙËÙ· Ô˘ Â›Ó·È
·ÔıËÎÂ˘Ì¤ÓË ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t  Â›Ó·È  ·t}.

OÈ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ Ì·˜ Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÛÙËÓ ·Ú¯‹ Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙË˜ ‚ÂÏÙÈÛÙÔÔ›ËÛË˜ Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ‚¤ÏÙÈÛÙÂ˜
Î¿ıÂ ÊÔÚ¿. H ·fiÊ·ÛË ÙËÓ ÔÔ›· ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿-
ÛÙËÌ·  t,   ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘, ‰ËÏ. ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ÛËÌÂ›Ô  t–1  Â›Ó·È ÙÈ ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘
ÚÔ˚fiÓÙÔ˜  zt  Ó· ·Ú·¯ıÂ› ÒÛÙÂ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ÁÈ· Ù·
¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  t, t+1, …, T  Ó· Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ. A˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÏÔÈ-
fiÓ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ó ·ÔÊ·Û›ÛÔ˘ÌÂ Ó· ·Ú¿ÁÔ˘ÌÂ ÔÛfi-
ÙËÙ·  zt  ·fi ÙÔ ÚÔ˚fiÓ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t. TÔ  ÎfiÛÙÔ˜
·Ú·ÁˆÁ‹˜ Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ·˘ÙfiÌ·Ù· ¤Ó· ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜  bt  Î·È ¤Ó· Îfi-
ÛÙÔ˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜  xt   ›ÛÔ ÌÂ  ct xt   ‰ËÏ. ¤Ó· Û˘ÓÔÏÈÎfi ÎfiÛÙÔ˜
bt+ct+xt.  ŸÙ·Ó ÈÎ·ÓÔÔÈËıÂ› Ë ˙‹ÙËÛË  dt  ÙfiÙÂ ı· ¤¯ÂÈ ·ÔÌÂ›ÓÂÈ fiÏÔ ÙÔ
¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t  ÔÛfiÙËÙ·  (·t+xt–dt)  ÙË˜ ÔÔ›·˜ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘-
ÛË˜ Â›Ó·È  ht(·t+xt–dt).  TÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ·fi-
Ê·ÛË ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÔÛfiÙËÙ·˜  xt  ÙÔ˘  ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÁÈ· Ù· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·
t+1, t+2, …, T  Â›Ó·È ÚÔÊ·ÓÒ˜  ft+1(·+x–dt).  EÔÌ¤Óˆ˜ ·ÊÔ‡ ÔÈ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜
Ì·˜  ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ·fiÊ·ÛË˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ‚¤ÏÙÈÛÙÂ˜ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

ft (·t) = min
xt

 {bt+ct+xt+ht(·t+xt–dt) + ft+1(·t+xt–dt)}.

™˘Á¯ÚfiÓˆ˜ fiÌˆ˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È Î¿ÔÈÔÈ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ›
ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. TÔ  wt  Â›Ó·È ÙÔ ¿Óˆ fiÚÈÔ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜
Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó’ ·ÔıËÎÂ˘ıÂ› ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t  ÂÔÌ¤Óˆ˜
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·t+xt–dt ≤ wr.

E›ÛË˜ Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ¤¯ÂÈ ·ÓÒÙ·ÙÔ fiÚÈÔ  t  Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·

xt ≤ t

ÕÚ·  ÁÈ· Ù· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· 1, 2, …, T–1  ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ·fiÊ·ÛË˜
‰ËÏ. ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ı· Ú¤ÂÈ

ft(·t)  = min{bt+ctxt +ht(·t+xt–dt) +(ft+1(·t+xt–dt)}

ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

·t+xt–dt ≤ wt

xt ≤ t

°È· ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  T  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

xT = dT–·T,   xT ≥ 0

ÌÂ ÎfiÛÙÔ˜
fT(·T) = bT+cTxT

°È· Ó’ ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡ÌÂ ÛÂ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ‚¿ıÔ˜ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÙÒ-
Ú· ¤Ó· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÙÔ ÔÔ›Ô Î·È ı· ÙÔ Ï‡ÛÔ˘ÌÂ Ì¤¯ÚÈ ÙÔ Ù¤ÏÔ˜.

Παρ�δειγμα Σ.1

MÈ· ÂÙ·ÈÚ›· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÔÓÙÈÎÈÒÓ ÁÈ· ËÏÂÎÙÚÔÓÈÎÔ‡˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙ¤˜ ÁÓˆ-
Ú›˙ÂÈ ÙË ˙‹ÙËÛË ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÂfiÌÂÓÔ˘˜ 3 Ì‹ÓÂ˜ fiÙÈ ı· Â›Ó·È ÁÈ· ÙÔÓ Ì‹Ó· I·ÓÔ˘-
¿ÚÈÔ 1000 ÔÓÙ›ÎÈ·, ÙÔ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ 2000 Î·È ÙÔÓ M¿ÚÙË 1500. ŸÙ·Ó ÍÂÎÈÓ¿
Ô I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ˜ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ·fiıÂÌ· ÛÂ ÔÓÙ›ÎÈ· ÛÙËÓ ·Ôı‹ÎË ÙË˜ ÛÙËÓ
ÔÔ›· ‰È·ı¤ÙÂÈ ¯ÒÚÔ ÁÈ· 2000 ÔÓÙ›ÎÈ·. TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜ ÁÈ· ÙÔÓ
Ì‹Ó· I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ Â›Ó·È 500.000 ‰Ú¯.  ÁÈ· ÙÔÓ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ 700.000  Î·È ÁÈ· ÙÔ
M¿ÚÙÈÔ 500.000 ‰Ú¯. ÂÓÒ ÔÈ ·Ú·ÁÁÂÏ›Â˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ‰ÔıÔ‡Ó ÌfiÓÔ
Î·Ù¿ ÂÓÙ·ÎÔÛ¿‰Â˜. TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ·Ó¿ ÔÓÙ›ÎÈ Â›Ó·È 1000 ‰Ú¯. Î·È
ÙÔ˘˜ ÙÚÂÈ˜ Ì‹ÓÂ˜. TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ·Ó¿ ÔÓÙ›ÎÈ ÙÔÓ I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ Â›Ó·È
500 ‰Ú¯. ÙÔ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ 600 ‰Ú¯. Î·È ÙÔ M¿ÚÙÈÔ 400 ‰Ú¯. H ÂÙ·ÈÚ›· ¤¯ÂÈ ÙË
‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÙÔÓ I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ Ó· ·Ú¿ÁÂÈ 1500 ÔÓÙ›ÎÈ· ÙÔ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ 2500
Î·È ÙÔ M¿ÚÙÈÔ 1000. N· Û¯Â‰È·ÛıÂ› Ë ÔÏÈÙÈÎ‹ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚ›·˜ Ô‡Ùˆ˜ ÒÛÙÂ ÙÔ
ÎfiÛÙÔ˜ ÙË˜ ÛÙÚ·ÙËÁÈÎ‹˜ Ô˘ ı’ ·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ Ó· Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ.

Λ!ση

°È· Ó· ‰ÈÂ˘ÎÔÏ˘ÓıÔ‡ÌÂ Î·È Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ fiÏ· Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜
Û˘ÁÎÂÓÙÚˆÌ¤Ó· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·
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ΠINAKAΣ Σ.1

M�νας dt πt wt ct bt hr

I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ˜ 1000 1500 2000 1000 500.000 500

ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ˜ 2000 2500 2000 1000 700.000 600

M¿ÚÙÈÔ˜ 1500 1000 2000 1000 500.000 400

TÔ ÚÒÙÔ ‚‹Ì· Â›Ó·È Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ‚¤ÏÙÈÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË. T· ÛËÌÂ›· Ô˘
·›ÚÓÔ˘ÌÂ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È Ë ·Ú¯‹ ÙÔ˘ I·ÓÔ˘·Ú›Ô˘, Ë ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ºÂ‚ÚÔ˘·-
Ú›Ô˘ Î·È Ë ·Ú¯‹ ÙÔ˘ M·ÚÙ›Ô˘. H ‚¤ÏÙÈÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È Ù¤ÙÔÈ·
ÒÛÙÂ Ó· ‰›ÓÂÈ ·¿ÓÙËÛË ÛÙÈ˜ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÛÙÈ˜ ‰È¿ÊÔ-
ÚÂ˜ Ê¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. ŒÙÛÈ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ Û·Ó ‚¤ÏÙÈÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙËÓ

ft(·t) = {ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· ÙËÓ ÂÙ·ÈÚ›· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÒÓ
ÒÛÙÂ Ó· ¤¯ÂÈ Ù· ÔÓÙ›ÎÈ· ÁÈ· Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈ‹ÛÂÈ ÙË ˙‹ÙËÛË ÁÈ· Ù·
¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Ù·  t+1, t+2…, T  fiÙ·Ó Ë ÔÛfiÙËÙ· ÔÓÙÈÎÈÒÓ
Ô˘ Â›Ó·È ·ÔıËÎÂ˘Ì¤ÓË ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t
Â›Ó·È ·t}

fiÔ˘  t=1, 2, 3 ÌÂ 1-¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ÙÔÓ I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ, 2-¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·
ÙÔÓ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ Î·È 3-¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ÙÔ M¿ÚÙÈÔ.

O M¿ÚÙÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˜ Ì‹Ó·˜ ÛÙËÓ ¯¿Ú·ÍË ÙË˜ ÛÙÚ·ÙËÁÈÎ‹˜ ÂÏ·-
¯›ÛÙÔ˘ ÎfiÛÙÔ˘˜ ÁÈ· ÙËÓ ÂÙ·ÈÚ›· ÂÔÌ¤Óˆ˜ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

x3 = d3–·3   ÌÂ  x3 ≥ 0
ÌÂ ÎfiÛÙÔ˜

f3(·3) = b3+c3x3

§·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘  ·3  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ:

ñ  °È·  ·3=0  ÙfiÙÂ  x3 = 1500–0 = 1500  Î·È

f3(0) = 500.000 +1.500.000 = 2.000.000

ñ  °È·  ·3=500  ÙfiÙÂ  x3=1500–500 = 1000  Î·È

f3(1000) = 500.000 + 500.000 = 1.000.000

ñ  °È·  ·3=1500  ÙfiÙÂ  x3=1500,  1500=0  Î·È

f3(1500) = 0

ñ  °È·  ·3=2000  ÙfiÙÂ  x3 = 1500–2000 = –500  ÔfiÙÂ

f3(2000) = •



¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ 183

·ÊÔ‡ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ·Ú·ÁˆÁ‹. TÔ  ·3  ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ 2000
ÂÂÈ‰‹ Ô ¯ÒÚÔ˜ Ô˘ ‰È·Ù›ıÂÙ·È ÛÙËÓ ·Ôı‹ÎË Â›Ó·È ÁÈ· 2000 ÔÓÙ›ÎÈ·.

°È· ÙÔ˘˜ Ì‹ÓÂ˜ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ Î·È I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ Ë Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹ Û¯¤ÛË ÁÈ·
t=2,1  ı·  Â›Ó·È

ft(·t) = min
xt

{bt +crxt+ht(·r+xt–dt) + ft+1(·+xt–dt)}

ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

·t+xt–dt ≤ wt

EÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ·  t=2  Î·È fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÁÈ· ÙÔ  ·2  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

ñ °È·  ·2=0

f2(0) = min{700.000+1000xt+600(0+xt–2000)+f3(0+xt–2000)} = x2

= min{700.000+100.2000*+600+f3(0), 700.000+1000Ø2500+600Ø500+

+f3(500)} =

= min{4.700.000*, 5.000.000} = 4.700.000 ‰Ú¯.

fiÔ˘ ÌÂ ·ÛÙÂÚ›ÛÎÔ ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·fiÊ·ÛË Ô˘ ÚÔÎ·ÏÂ› ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Îfi-
ÛÙÔ˜.

ñ °È·  ·2=500  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

f2(500) = min{700.000 +1000x2+600(500 +xt–2000)+f3(500+xt–2000)}

= min{700.000+1000Ø1500 +600(0) +f3(0),

700.000+1000Ø2000 +600(500)+f3(500),

700.000+1000Ø2500+600(1000)+f3(1000)} =

= min{4.200.000*, 4.500.000, 4.800.000} = 4.200.000 ‰Ú¯.

ñ °È·  ·2=1000  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

f2(1000) = min{700.000 + 1000x2+600(1000+xt–2000)+f3(1000+xt–2000)} =

= min{700.000+1000Ø1000+600(0)+f3(0),

700.000+1000Ø1500+600(500)+f3(500),

700.000 +1000Ø2000+600(1000)+f3(1000),

700.000+1000Ø2500+600(1500)+f3(1500)} =

= min{(3.700.000*, 4.000.000,  4.300.000, 4.100.000} =

= 3.700.000 ‰Ú¯.
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ñ °È·  ·2=1500  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

f2(1500) = min{700.000+1000x2+600(1500+xt–2000)+f3(1500+xt–2000)} =

= min{700.000+1000Ø500+600())+f3(0),

700.000+1000 Ø1000+600(500+f3(500),

700.000 + 1000 1500+600(1000)+f3(1000),

700.000+1000Ø2000+600(1500)+f3(1500),

700.000+1000Ø2500+600(2000)+f3(2000)} =

= min{3200.000*, 3.500.000, 3.800.000, 3.600.000, •}=

= 3.200.000 ‰Ú¯

ñ °È·  ·2=2000  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

f2(2000) = min{700.000+1000x2+600(2000+xt–2000)+f3(2000+xt–2000)}= x2

= min{700.000+1000Ø0+600(0)+f3(0),

700.000+1000Ø500+600(500+f3(500)

700.000+1000+600(1500)+f3(1000),

 700.000+1000Ø1500+600(1500)+f3(1500),

700.000+1000Ø2000+600(2000)+f3(2000)}

= min{2.700.000*, 3.000.000, 3.300.000, 3.100.000, •}=

= 2.700.000 ‰Ú¯

ñ °È·  t=1  ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÂÙ·ÈÚ›· ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ·fiıÂÌ· ·fi ÔÓÙ›-
ÎÈ· ÛÙËÓ ·Ôı‹ÎË ÙË˜, ÂÔÌ¤Óˆ˜  ·1=0.

ÕÚ·  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

f1(0) = min{500.000+1000z1+500(x1–1000)+f1(x1–1000)}.

TÔ  xt  Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ¿ÚÂÈ Û·Ó ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ·˘Ù‹ Ô˘ ı· ÈÎ·ÓÔÔÈ‹-
ÛÂÈ ÙËÓ ˙‹ÙËÛË ÙÔ˘ ÌËÓ· 1 ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ˘ I·ÓÔ˘·Ú›Ô˘ Î·È Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙËÓ Ì¤-
ÁÈÛÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÔÓÙÈÎÈÒÓ ÁÈ· ÙÔ Ì‹Ó· I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ. EÔÌ¤Óˆ˜
¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

f1(0) = min{500.000+1000Ø1000+500(0)+f2(0),

500.000+1000Ø1500+500Ø500+f2(500)} =

= min{6.200.000*, 6.450.000} = 6.200.000 ‰Ú¯.

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë ‚¤ÏÙÈÛÙË ÔÏÈÙÈÎ‹ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚ›·˜ Â›Ó·È Ë ·Ú·ÁˆÁ‹ 1000 Ô-
ÓÙÈÎÒÓ ÙÔÓ Ì‹Ó· I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ, 2000 ÔÓÙÈÎÒÓ ÙÔÓ Ì‹Ó· ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ Î·È 1500
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ÔÓÙÈÎÒÓ ÙÔÓ Ì‹Ó· M¿ÚÙÈÔ. ¢ËÏ·‰‹ Ë ·Ú·ÁˆÁ‹ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚ›·˜ Ú¤ÂÈ Ó· Â›-
Ó·È ÁÈ’ ·˘ÙÔ‡˜ ÙÔ˘˜ ÙÚÂÈ˜ Ì‹ÓÂ˜ fiÛË Ë ˙‹ÙËÛË Î·È Ó· ÌËÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·ıfiÏÔ˘
·Ôı‹ÎÂ˘ÛË. TÔ Û¯ÔÏÈÎfi ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÌ‹ÓÔ˘ ı· Â›Ó·È 6.200.000 ‰Ú¯.

Σ.3. Πρ��λημα παραγωγ�ς και απ�θ�κευσης με υστ�ρηση

™Â ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiÙ·Ó ‰ÔıÂ› ÌÈ· ·Ú·ÁÁÂÏ›· ÁÈ· ¤Ó· ÚÔ˚fiÓ ÙfiÙÂ
·˘Ùfi ‰ÂÓ ·Ú·‰›‰ÂÙ·È ·Ì¤Ûˆ˜ ·ÏÏ¿ ·ÚÂÌ‚¿ÏÂÙ·È ¤Ó· ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·
Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÙÔ ÚÔ˚fiÓ ·Ú·ÛÎÂ˘¿˙ÂÙ·È, Û˘ÛÎÂ˘¿˙ÂÙ·È Î·È
ÌÂÙ·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÔÓ ÙfiÔ ·Ú¿‰ÔÛË˜. ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Ê‡ÛË˜ ÔÓÔÌ¿˙Ô-
ÓÙ·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ÌÂ ˘ÛÙ¤ÚËÛË. T· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·
·˘Ù¿ ¤¯Ô˘Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿.

1. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÏ¤Á¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË
ÂÓfi˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÁÈ· ¤Ó· ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ·fi  0  ¤ˆ˜  T  ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿-
‰Â˜. O ¯ÚfiÓÔ˜ ‰ËÏ.  Â›Ó·È ‰È·ÎÚÈÙfi˜  t=0, 1, …, T.

2. ™ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ 1([0,1)) ‰ËÏ. ÙËÓ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  0
˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ˙‹ÙËÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ Î¿ıÂ
¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t  ÁÈ·  Á=1, 2, …, T.

3. ™ÙËÓ ·Ú¯‹ Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Ë ·Ú·ÁˆÁÈÎ‹ ÌÔÓ¿‰· ·ÔÊ·Û›-
˙ÂÈ ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ·Ú·¯ıÂ› Î·È ÙÔ
ÔÔ›Ô ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ı· ·Ú·‰ÔıÂ›  Ù  ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜ ÌÂÙ¿. YÔı¤-
ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ¿Óˆ fiÚÈÔ ÛÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È
‰˘Ó·Ùfi Ó· ·Ú·¯ıÂ› ÁÈ· ÌÈ· ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô.

4. ™Â Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ¿Óˆ fiÚÈÔ ÛÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚-
fiÓÙÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó’ ·ÔıËÎÂ˘ÙÂ›.

5. ™Â Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô ¤¯Ô˘ÌÂ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜, ÎfiÛÙÔ˜ ·ÁÔÚ¿˜ ÌÔ-
Ó¿‰·˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜, ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜, ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÈ˜ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ Ô˘
ı· ¿ÚÔ˘ÌÂ.

6. Y¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÎfiÛÙÔ˜ ·Ó ‰ÂÓ ÈÎ·ÓÔÔÈËıÂ› Ë ˙‹ÙËÛË Î·È ¤Ó· ÎfiÛÙÔ˜ ·Ó ÛÙÔ
Ù¤ÏÔ˜ ÂÚÈÛÛ¤„ÂÈ ÚÔ˚fiÓ.

7. O ÛÎÔfi˜  ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Â›Ó·È Ó’ ·ÓÙ·ÔÎÚÈıÂ› Ï‹Úˆ˜ ÛÙË
˙‹ÙËÛË ÌÂ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ‰˘Ó·Ùfi ÎfiÛÙÔ˜.

8. MÂ ‚¿ÛË Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Î·È ·Ôı‹-
ÎÂ˘ÛË˜ Ô˘ ÌfiÏÈ˜ ÂÚÈÁÚ¿„·ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘
ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. A˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ›‰ÈÂ˜ ÌÂ ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Úfi‚ÏËÌ· ÌfiÓÔ
Ô˘ Î¿ÔÈÂ˜ ·fi ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÂÏ·ÊÚ¿ ÙÚÔÔÔÈËÌ¤ÓÂ˜.

T : Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ¯ÚÔÓÈÎÒÓ ÂÚÈfi‰ˆÓ Ô˘ Ë ÌÔÓ¿‰· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ı¤ÏÂÈ Ó·
ÂÏ¤Á¯ÂÈ ÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹ Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜.
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dt : Ë ˙‹ÙËÛË ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘  t  ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜,  t=1,
2, …, T.

t : ÙÔ ¿Óˆ fiÚÈÔ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ·Ú·¯ıÂ› ·fi ÙË ÌÔ-
Ó¿‰· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ t-¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

wt : ÙÔ ¿Óˆ fiÚÈÔ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó’ ·ÔıË-
ÎÂ˘ıÂ› ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t  ÁÈ·  t=1,2, …, T.

ct : ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·ÁÔÚ¿˜ ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ú·‰›‰ÂÙ·È ÛÙËÓ
·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t+Ù  Î·È ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ú·ÁÁ¤ÏÂÙ·È ÛÙËÓ
·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t  ÁÈ·  t=1, 2, …, T.

bt : ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙ·Ó ·ÔÊ·Û›˙Ô˘ÌÂ ·Ú·ÁˆÁ‹
ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t  Î·È ÙÔ ÔÔ›Ô ¯ÚÂÒ-
ÓÂÙ·È ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t+Ù  ÁÈ·  t=1, 2, …, T.

sT : ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ó ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  T  ·ÔÌ¤ÓÂÈ Ì›·
ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜.

xt : Ë ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ ·Ú·‰›‰ÂÙ·È ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡
‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t+Ù  ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ú·ÁÁ¤ÏıËÎÂ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·-
ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t  ÁÈ·  t=1, 2, …, T.

Jt : ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ó ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t
(t=1, 2, …, T)  Ì›· ÌÔÓ¿‰· ÌÔÓ¿‰· ˙‹ÙËÛË˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ‰ÂÓ ÈÎ·ÓÔ-
ÔÈ‹ıËÎÂ.

TÔ ÂfiÌÂÓÔ ‚‹Ì· Â›Ó·È Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‚ÂÏÙÈÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË. °È· Ó· ÔÚ›-
ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‚¤ÏÙÈÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÛËÌ·ÓÙÈÎfi Â›Ó·È Ó· ÂÓÙÔ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›· Ô˘
Ú¤ÂÈ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ Â›‰Ô˘˜ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ. E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÔÈ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ ÁÈ· ·Ú·ÁˆÁ‹ Ô˘
ı· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  1  ı· ·Ú·‰ÔıÔ‡Ó ÛÙËÓ
·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰ÈÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  Ù  ÔfiÙÂ Î·È ı’ ·Ú¯›ÛÔ˘Ó Ó· ÂËÚÂ¿˙Ô˘Ó ÙÔ
ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·-
ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  1  Ì¤¯ÚÈ ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  Ù–1  ‰ÂÓ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙË

0 1 2 Ù+1 T–ÙÙ T–Ù+1 T

‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÁÈ’ ·˘Ùfi ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· Ó· ÂËÚÂ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·-
ÙÔ˜ ·ÊÔ‡ ÙÔ ÌfiÓÔ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Â›Ó·È fiÙÈ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÚÎÂÙfi
·fiıÂÌ· ÛÙËÓ ·Ôı‹ÎË ÙËÓ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  0  Ô‡Ùˆ˜ ÒÛÙÂ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈËıÂ› Ë
˙‹ÙËÛË Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  Ù–1.
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™ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  (Ù, T–Ù)  ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÂËÚÂ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ·Ú·ÁÁÂ-
Ï›Â˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ¤¯Ô˘Ó Á›ÓÂÈ ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  Ù  ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ ÚÈÓ, ÔÈ
ÔÔ›Â˜ ·Ú·‰›ÓÔÓÙ·È Ì¤Û· Û’ ·˘Ùfi ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·.

™ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  (T–Ù+1, T)  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÓfiËÌ· Ó· Á›ÓÔ˘Ó ·Ú·ÁÁÂ-
Ï›Â˜ ÁÈ·Ù› ·˘Ù¤˜ ı· Êı¿ÛÔ˘Ó Ì¤¯ÚÈ ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  T.
ŒÙÛÈ ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ·˘Ùfi ‰È¿ÛÙËÌ·  ‰ÂÓ ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ ·Ú¿
ÌfiÓÔ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙË ˙‹ÙËÛË ·fi ÙÈ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›Â˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ı· Î·Ù·-
Êı¿ÓÔ˘Ó Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ ‹Ú·ÌÂ ÚÈÓ  t  ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜.

°È· ÙÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ ·˘ÙÔ‡˜ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ Û·Ó ‚¤ÏÙÈÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙËÓ

ft(·t) = {ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· ÙËÓ ÈÎ·ÓÔÔ›Ë-
ÛË ÙË˜ ˙‹ÙËÛË˜ ÁÈ· Ù· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰·ÛÙ‹Ì·Ù·  t+Ù, t+Ù+1, …,
T fiÙ·Ó Ë ÔÛfiÙËÙ· Ë ·ÔıËÎÂ˘Ì¤ÓË Î·È ·˘Ù‹ Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ
‹‰Ë ·Ú·ÁÁÂÏıÂ› (¯ˆÚ›˜ Ó· ·Ú·‰ÔıÂ›) ÛÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁ-
Ì¤˜  t–1, t–2, …, t–Ù–1  Â›Ó·È  ·t.  EÍ·ÈÚÂ›Ù·È Ë ·Ú·ÁÁÂÏ›·
xt  Ô˘ ı· ‰ÔıÂ› ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t}.

H ·fiÊ·ÛË ÙËÓ ÔÔ›· ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t,
ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ÛËÌÂ›Ô  t–1  Â›Ó·È ÙÈ ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜  xt  ı· ·Ú·ÁÁÂ›-
ÏÔ˘ÌÂ Ô‡Ùˆ˜ ÒÛÙÂ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ÁÈ· Ù· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹-
Ì·Ù·  t+Ù, t+Ù+1, …, T  Ó· Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ. A˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ
ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ó ·ÔÊ·Û›ÛÔ˘ÌÂ Ó· ·Ú¿ÁÔ˘ÌÂ ÔÛfiÙËÙ·  xt  ÛÙËÓ ·Ú¯‹
ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  t.

TÔ ÚÒÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎ¿ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜ Ô˘ Â›Ó·È ct  Î·È
ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜  xt  ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È  xtbt. ŒÓ· ÂÈÏ¤ÔÓ Îfi-
ÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›ÔÓ Ú¤ÂÈ Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Â›Ó·È Î·È ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ó
¤¯Ô˘ÌÂ ÌË- ÈÎ·ÓÔÔ›ËÛË ÙË˜ ˙‹ÙËÛË˜. OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Û˘Ó¿ÚÙËÛË

Û(yt) = 
 Ó
Ì
Ï

 

ytst   ·Ó  yt < 0
  0    ·Ó  yt ≥ 0

fiÔ˘  yt  Â›Ó·È Ë ÔÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ë ˙‹ÙËÛË ‰ÂÓ ı· ÈÎ·ÓÔ-
ÔÈËıÂ› ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t.  ™ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t  ‰ËÏ. ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹  t–1  ¤¯Ô˘ÌÂ ÔÛfiÙËÙ·  ·t  ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË Î·È ÛÂ ·-
Ú·ÁÁÂÏ›· (¯ˆÚ›˜ Ó· ¤¯ÂÈ ·Ú·‰ÔıÂ›) ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ·Ú·‰ÔıÂ› ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜
ÛÙÈÁÌ¤˜  t, t+1…, t–Ù–2.  ÕÚ· ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t+Ù–1 ‰ËÏ. ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿-
ÛÙËÌ·  t+Ù  Ë ÔÛfiÙËÙ·  yt+Ù  ı· Â›Ó·È

yt+Ù = ·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  Û(yt+Ù)  ı· ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙË˜ ÌË ÈÎ·ÓÔÔ›ËÛË˜ ÙË˜ ˙‹-
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ÙËÛË˜ ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t+Ù.
OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

J(yT) = 
 Ó
Ì
Ï

 

yTJt    ·Ó  yT > 0
    0     ·Ó  yT ≤ 0

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·˘Ù‹ ÔÚ›˙ÂÈ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô Â¤Ú¯ÂÙ·È ·Ó ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘
¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  T  ¤¯ÂÈ ·Ú·ÌÂ›ÓÂÈ  yT  ÔÛfiÙËÙ· ·fi ÙÔ ÚÔ˚fiÓ. ™ÙÔ
¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  T–Ù  ¤¯Ô˘ÌÂ ÔÛfiÙËÙ·  ·T–Ù  ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÛÙËÓ ·Ôı‹ÎË
Î·È ÛÂ ·Ú·ÁÁÂÏ›Â˜ (¯ˆÚ›˜ Ó· ·Ú·‰ÔıÂ›) ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ·Ú·‰ÔıÂ› ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈ-
Î¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜  T–Ù+1, T–Ù+2, …, T.  ÕÚ· ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
T  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

yT = ·T–Ù+xT–Ù – Â
T

i=T–Ù
 di

TÔ ÂfiÌÂÓÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·
t+Ù  Â›Ó·È ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜. OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

h(yt) = 
 Ó
Ì
Ï

 

ytht    ·Ó  yt > 0
   0   ·Ó  yt ≤ 0 

TfiÙÂ Ë  h(yt+Ù)  Â›Ó·È ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔ-
ÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t+Ù Î·È x  ÔÛfiÙËÙ·  yt+Ù  ‰›ÓÂÙ·È fiˆ˜ Î·È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·fi
ÙË Û¯¤ÛË

yt+Ù = ·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di

TÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ·fiÊ·ÛË ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜
ÔÛfiÙËÙ·˜  xt  ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÔÙÔ˜ ÁÈ· Ù· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  t+Ù++1,  t+Ù+2,

…, T  Â›Ó·È ÚÔÊ·ÓÒ˜  ft+1 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di  .

EÔÌ¤Óˆ˜ ·ÊÔ‡ ÔÈ ·ÔÊ¿ÛÂÈ˜ Ì·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ·fiÊ·ÛË˜ ı· Ú¤ÂÈ
Ó· Â›Ó·È ‚¤ÏÙÈÛÙÂ˜ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

ft(·t) = min  
xt

 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

bt+ctxt+h 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di  +Û 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di +ft+1 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di

™˘Á¯ÚfiÓˆ˜ fiÌˆ˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È Î¿ÔÈÔÈ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ›
ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. TÔ  wt+Ù  Â›Ó·È ÙÔ ¿Óˆ fiÚÈÔ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜
Ô˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó’ ·ÔıËÎÂ˘ıÂ› ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  t+Ù  ÂÔÌ¤Óˆ˜
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·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di ≤ wt+Ù.

E›ÛË˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ·ÓÒÙ·ÙÔ fiÚÈÔ ·Ú·ÁˆÁ‹˜  t  ÁÈ· Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿-
ÛÙËÌ· Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

xt ≤ t   ÁÈ·   t=1, 2, …, T–Ù.

™˘ÓÔ„›˙ÔÓÙ·˜ ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ·  t=1, 2, …, T–Ù–1

ft(·t) = min  
xt

 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

bt+ctxt+h 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di  +Û 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di +ft+1 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di

ÌÂ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di ≤ wt+Ù

xt ≤ t            ÁÈ·  t=1, 2, …, T–Ù.

E›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ·Ó

·t+xt – Â
t+Ù

i=t
 di ≤ 0

ÙfiÙÂ ÙÔ ft+1 (·t+xt– S di) ≤ 0  ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È ÌÂ ÙÔ  ft+1(0)  ÌÈ· Î·È ‰ÂÓ ˘¿Ú-
¯Ô˘Ó  ·ÚÓËÙÈÎ‹ ·Ú·ÁÁÂÏ›· ÎÈ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË.

°È· ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  T  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ:

fT–Ù(·T–Ù) = min
xT–Ù

  

 ÓÔ
Ì
ÔÏ
bT+cTxT–Ù+h 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·T–Ù+xT–Ù – Â
T

i=T–Ù
 di  +J 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·T–Ù+xT–Ù– Â
T

i=T–Ù
di  +

+Û 
 ̨Ô
˝
Ô̧

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

·T–Ù+xT–Ù –  Â
T

i=T–Ù
di  .

ÌÂ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

·T–Ù+xT–Ù – Â
t+Ù

i=T–Ù
di ≤ wT

xT–Ù ≤ T–Ù.

°È· Ó’ ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡ÌÂ ÛÂ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ‚¿ıÔ˜ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÙÒ-
Ú· ¤Ó· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ÙÔ Ï‡ÛÔ˘ÌÂ Ì¤¯ÚÈ ÙÔ Ù¤ÏÔ˜.
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Παρ�δειγμα Σ.2

MÈ· ÂÙ·ÈÚ›· ‚ÈÔÌË¯·ÓÈÎÔ‡ Â›ÏÔ˘ ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ‰˘Ô Ì‹ÓÂ˜ ÁÈ· Ó· ·Ú·-
‰ÒÛÂÈ ÌÈ· ·Ú·ÁÁÂÏ›·. H ÂÙ·ÈÚ›· ı¤ÏÂÈ Ó· ÔÚÁ·ÓÒÛÂÈ ÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹ ÎÈ
·Ôı‹ÎÂ˘Û‹ ÙË˜ ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÚÒÙÔ˘˜ ¤ÍË Ì‹ÓÂ˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ ·ÊÔ‡ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙÔ
Î·ÏÔÎ·›ÚÈ Î·È ÔÈ ¿‰ÂÈÂ˜ ÙÔ˘ ÚÔÛˆÈÎÔ‡. E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ Ë EÏÏ¿‰· ÙÔ Î·-
ÏÔÎ·›ÚÈ Â›Ó·È ÔÏ‡ Ì·ÁÂ˘ÙÈÎ‹ ÁÈ· Ó· Á›ÓÂÈ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛÔ‚·Ú‹ ÛÎ¤„Ë ÁÈ·
‰Ô˘ÏÂÈ¿. H ˙‹ÙËÛË ÁÈ· ÙÔÓ I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ Â›Ó·È 50 ÁÚ·ÊÂ›·, ÙÔ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ 100,
ÙÔ M¿ÚÙË 50, ÙÔÓ AÚ›ÏÈÔ 150,  ÙÔ M¿˚Ô 100  Î·È ÙÔÓ IÔ‡ÓÈÔ 150. ŸÙ·Ó ÍÂ-
ÎÈÓ¿ Ô I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ˜ Ë ÂÙ·ÈÚ›· ¤¯ÂÈ 200 ÁÚ·ÊÂ›· ÛÙËÓ ·Ôı‹ÎË ÙË˜ Ë ÔÔ›·
¤¯ÂÈ ¯ÒÚÔ ÁÈ· 250. TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁÁÂÏ›·˜ ÁÈ· ÙÔÓ I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ Â›Ó·È 200.000,
ÁÈ· ÙÔ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ 250.000 ‰Ú¯., ÙÔ M¿ÚÙÈÔ 300.000 ‰Ú¯., ÙÔÓ AÚ›ÏÈÔ
250.000 ‰Ú¯., ÙÔ M¿˚Ô 300.000 ‰Ú¯., ÙÔÓ IÔ‡ÓÈÔ 300.000 ‰Ú¯., ÂÓÒ ÔÈ ·Ú·Á-
ÁÂÏ›Â˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ‰ÔıÔ‡Ó Î·Ù¿ ÂÎ·ÙÔÓÙ¿‰Â˜. TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜
·Ó· ÁÚ·ÊÂ›Ô Â›Ó·È 300.000 ÁÈ· fiÏË ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÂÚ›Ô‰Ô ÂÎÙfi˜ ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘-
Ù·›Ô˘˜ Ì‹ÓÂ˜ Ô˘ Â›Ó·È 200.000. TÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ·Ó¿ ÁÚ·ÊÂ›Ô Â›Ó·È
ÙÔÓ I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ 1000 ‰Ú¯., ÙÔ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ 1200, ÙÔ M¿ÚÙÈÔ 800, AÚ›ÏÈÔ
1000, M¿˚Ô 1500 Î·È ÙÔÓ IÔ‡ÓÈÔ 1000 ‰Ú¯.  H ˙ËÌÈ¿ ÁÈ· Î¿ıÂ ÁÚ·ÊÂ›Ô Ô˘
ÂÚÈÛÛÂ‡ÂÈ ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ IÔ˘Ó›Ô˘ Â›Ó·È  500.000 ‰Ú¯ Î·È fiÙ·Ó Ë ˙‹ÙËÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È
‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈËıÂ› ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Ì‹Ó· Ë ˙ËÌÈ¿ ÁÈ· Î¿ıÂ ÁÚ·ÊÂ›Ô
Â›Ó·È 500.000. TÔ ·ÓÒÙ·ÙÔ fiÚÈÔ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚ›·˜ ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ
·Ú·ÁÁÂÏ›· Â›Ó·È 200 ÁÚ·ÊÂ›·.

N· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ ÙËÓ ÔÏÈÙÈÎ‹ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚ›·˜ ÛÂ fiÙÈ ·ÊÔÚ¿ ÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹ Î·È
·Ôı‹ÎÂ˘ÛË ÁÚ·ÊÂ›ˆÓ ·fi ÙÔ Ì‹Ó· I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ Ì¤¯ÚÈ Î·È ÙÔÓ IÔ‡ÓÈÔ Î·Ù¿ Ù¤-
ÙÔÈÔ ÙÚfiÔ ÒÛÙÂ ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ı· ÚÔÎÏËıÂ› ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ·˘Ùfi ÁÈ· ÙËÓ
ÂÙ·ÈÚ›· Ó· Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ.

Λ!ση

°È· Ó· ‰ÈÂ˘ÎÔÏ˘ÓıÔ‡ÌÂ Î·È Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ fiÏ· Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜
Û˘ÁÎÂÓÙÚˆÌ¤Ó· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·.

ΠINAKAΣ Σ.2

M�νας dt πt wt ct bt hr

I·ÓÔ˘¿ÚÈÔ˜   50 200 250 200.000 300.000 1000

ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ˜ 100 200 250 250.000 300.000 1200

M¿ÚÙÈÔ˜   50 200 250 300.000 300.000   800

AÚ›ÏÈÔ˜ 150 200 250 250.000 300.000 1000

M¿˚Ô˜ 100 200 250 300.000 200.000 1500

IÔ‡ÓÈÔ˜ 150 200 250 300.000 200.000 1000




