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1	

1.1. Oμ	γενε�ς Mαρκ	�ιαν�ς Aλυσ�δες

OPIΣMOΣ 1.1
MÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Â›Ó·È ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ

ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ Û’ ¤Ó· ¯ÒÚÔ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ  (ø, F , P). E¿Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ
Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÙfiÙÂ Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ
X1, X2, X3, … . E¿Ó ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÚÈı-
Ì‹ÛÈÌÔ ÙfiÙÂ Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  {X(t) : t≥0}  ‹   {Xt}t≥0. ™ÙËÓ
ÚÒÙË ÂÚ›ÙˆÛË Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÛÂ ¯ÚfiÓÔ ‰È·ÎÚÈ-
Ùfi ÂÓÒ ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÚ›ÙˆÛË ÌÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÛÂ ¯ÚfiÓÔ Û˘ÓÂ¯‹.

OPIΣMOΣ 1.2
O ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  S, Â›Ó·È Ô ¯ÒÚÔ˜ Ô˘ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ›Ù·È ·’ fiÏÂ˜

ÙÈ˜ Èı·Ó¤˜ ÙÈÌ¤˜  Xi. E¿Ó  S = (0, 1, 2, …)  ·Ó·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ ÛÙË ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹
‰È·‰ÈÎ·Û›· Û· ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÂ ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ‹ ÌÈ· ‰È·ÎÚÈÙÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿-
ÛÂˆÓ ‰È·‰ÈÎ·Û›·. E¿Ó  S = (–•, •)  ÙfiÙÂ Ë ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Î·ÏÂ›Ù·È

ÌÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜.

OPIΣMOΣ 1.3
MÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Î·ÏÂ›Ù·È M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  t1, t2, …,

tÎ

Èı{· < X t < ‚ | Xt1
 = x1, Xt2

=x2, …, Xtn
 = xn} = prob{· < Xt < ‚ | Xtn

 = xn}

fiÔ˘  t1 < t2 < … < tn < t .
H Î·ÙËÁÔÚ›· ÙˆÓ M·ÚÎÔ‚È·ÓÒÓ ‰È·‰ÈÎ·ÛÈÒÓ Ô˘ Â›Ó·È ÛÂ ¯ÚfiÓÔ ‰È·-

ÎÚÈÙfi Î·È ÌÂ ¯ÒÚÔ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‰È·ÎÚÈÙfi Î·ÏÔ‡ÓÙ·È M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ·Ï˘Û›‰Â˜.
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ŒÙÛÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·Ï˘Û›‰· ÙÔ˘ Markov Û·Ó ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·
X0, X1, X2, …  ‰È·ÎÂÎÚÈÌ¤ÓˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· fiÙÈ Ë
˘fi Û˘Óı‹ÎË Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜  Xn+1  fiÙ·Ó ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ  X0, X1, …, Xn  ÂÍ·ÚÙ¿-
Ù·È ÌfiÓÔ ·fi ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜  Xn  ‰ËÏ·‰‹

Èı{Xn+1=j | Xn=i, …, X0=Ï} = Èı{Xn+1=j | Xn=i} = pij(n) .

OÈ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜  pij(n)  ÁÈ·  i, j=1, 2, …, k   Î·È  n=0, 1, …  ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È
Î·È πιθαν�τητες μετ��ασης ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜. O Ï¤ÔÓ ‚ÔÏÈÎfi˜
ÙÚfiÔ˜ ·Ó·ÊÔÚ¿˜ Û’ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ›Ó·Î·
P(t)  ÌÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÂ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ fiÙ·Ó Ô ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  S  Â›Ó·È
ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˜. ¢ËÏ·‰‹

P(t) = 

 ËÁ
Á
Ê

 ̄̃
˜
ˆ

 

p11(t)   p12(t)   …   p1k(t)
p21(t) p22(t) … p2k(t)

… … … …
pk1(t) pk2(t) … pkn(t)

     .

O ›Ó·Î·˜  P(t)  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È π�νακας μετ��ασης ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜
·Ï˘Û›‰·˜ ÁÈ· ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  [t–1, t).

OPIΣMOΣ 1.4
MÈ· M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· Î·ÏÂ›Ù·È στατικ� ‹ �μ�γεν�ς ·Ó Ë Èı·Ófi-

ÙËÙ· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ·fi ÙË ÌÈ· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÛÙËÓ ¿ÏÏË Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ·fi ÙÔ
¯ÚfiÓÔ Ô˘ Á›ÓÂÙ·È Ë ÌÂÙ¿‚·ÛË. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  i Î·È j

Èı{Xn=j | Xn–1=i} = pij   ÁÈ· Î¿ıÂ   t=1, 2, … .

°È· ÌÈ· ÔÌÔÁÂÓ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰·  {Xt}
•
t=0  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜

pj(t) = Èı{Xt=j} ,   j=0, 1, …, k,   t=0, 1, … .

ŒÛÙˆ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

p(t) = [p0(t), p1(t), …, pk(t)]  .

➫ Θε�ρημα 1.1

E¿Ó Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÌÈ·˜ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË˜ ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜
·Ï˘Û›‰·˜ Â›Ó·È  P  ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ

P(t) = p(0) Pt    ÁÈ·   t=1, 2, …

pij(m+n) = Â
k

l=0
 pil(m) plj (n) .

H ‰Â‡ÙÂÚË Û¯¤ÛË Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Î·È Û·Ó Ë Chapman-Kolmogorov Û¯¤ÛË
ÁÈ· ÙÈ˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ·Ï˘Û›‰Â˜.
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1.2. Στατιστικ� συμπερασματ	λ	γ�α σε πεπερασμ�νες
Mαρκ	�ιαν�ς Aλυσ�δες

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  nij  ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÙˆÓ ÌÂÙ·‚¿ÛÂˆÓ ·fi ÙÔ  i  ÛÙÔ  j  Î·È ÌÂ

ni = Â
k

i=1
 nij  ,    Â

k

i=1
  Â

k

j=1
 nij = n .

OÈ ÂÎÙÈÌËÙ¤˜ Ì¤ÁÈÛÙË˜ Èı·ÓÔÊ¿ÓÂÈ·˜ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜  pij

Â›Ó·È

p̂ij = nij
ni

    i, j = 1, 2, …, k  .

ŒÛÙˆ fiÙÈ ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÏ¤ÁÍÔ˘ÌÂ ·Ó Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· Ì·˜ ÚÔ¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi
ÌÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰·  P*  ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ Ù· ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¿
Ì·˜ ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ·fi fiÔ˘ ÂÎÙÈÌÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È  P. H ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ˘fi-
ıÂÛË ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È

H0 : 
^P = P* .

°È· ÌÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÌÂÙ¿‚·ÛË ¤Ó· ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘fiıÂ-
ÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÛÙËÚÈ¯ıÂ› ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÙÔ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi

 Â
k

i=1
 ni (p̂ij–p*

ij)
2

p*
ij

   j=1, 2, …, k

¤¯ÂÈ ÙË   ¯2  Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ  k–1  ‚·ıÌÔ‡˜ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜. OÈ ‚·ıÌÔ› ·˘ÙÔ› ÂÏÂ˘ıÂ-
Ú›·˜ ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›·
p*

ij  ÛÙÔ ·Ú·¿Óˆ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi. AÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÛÙËÓ  i
ÁÚ·ÌÌ‹ ÙfiÙÂ Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÊıÔ‡Ó ˘fi„Ë ÌfiÓÔ Ù· ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›·. °È·
ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÏ¤ÁÍÔ˘ÌÂ fiÏÂ˜ Ì·˙› ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚¿ÛÂÈ˜ ÙfiÙÂ ¤Ó·
ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘fiıÂÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÛÙËÚÈ¯ıÂ› ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ
ÙÔ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi

Â
k

i=1
 Â

k

j=1
 ni(p̂ij–p*

ij)
2

p*
ij

¤¯ÂÈ ÙËÓ  ¯2  Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ  k(k–1)–·  ‚·ıÌÔ‡˜ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜, fiÔ˘  ·  Â›Ó·È Ô
·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÌË‰ÂÓÈÎÒÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÛÙÔÓ ›Ó·Î·  P*.

TÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÛÎ¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹˜ ˘fiıÂÛË˜ Ô˘ ı· Ì·˜ ··-
Û¯ÔÏ‹ÛÂÈ Â›Ó·È Ô ¤ÏÂÁ¯Ô˜ ÔÌÔÁ¤ÓÂÈ·˜.

™’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ¤ÛÙˆ fiÙÈ  P(t)  Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÙË˜
M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ Î·Ù¿ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t. TfiÙÂ Ô ÂÎÙÈÌËÙ‹˜ Ì¤ÁÈ-
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ÛÙË˜ Èı·ÓÔÊ¿ÓÂÈ·˜ ÁÈ· ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜  pij(t)  ÛÂ ÌÈ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ Â›Ó·È

p̂ij(t) = nij(t)
ni(t–1)

  .

ŸÙ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ·fi ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÌÈ·˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜
ÛÂ ¤Ó· ÌÂÁ¿ÏÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, T]  Î·È ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜
ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓÂ›˜ ÙfiÙÂ Ô ÂÎÙÈÌËÙ‹˜ Ì¤ÁÈÛÙË˜ Èı·ÓÔÊ¿ÓÂÈ·˜ ÁÈ·
ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÌÂÙ¿‚·ÛË ‰›ÓÂÙ·È ·fi

p̂ij = 
Â
T

t=1
 nij(t)

Â
T

t=1
 ni(t)

  .

AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ˘fiıÂÛË fiÙÈ ÔÈ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÁÈ·
ÌÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÛÙ·ıÂÚ¤˜ Ì¤Û· ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ ÙfiÙÂ

H0 : pij(t) = pij   ÁÈ· fiÏ· Ù·  jŒF(i)   Î·È  t,  ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘ ÙÔ˘  i

fiÔ˘   F(i)  Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙÔ˘  j  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô  pij(t) > 0  Î·È ¤ÛÙˆ
n(i)  Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  F(i). TfiÙÂ Î¿Ùˆ ·fi ·˘Ù‹ ÙËÓ ˘fi-
ıÂÛË ÙÔ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi

¯2(i) = Â
T

t=1
 Â

 

F(i)
 ni(t) 

[p̂ij(t)–p̂ij]
2

p̂ij

¤¯ÂÈ Î·Ù¿ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙËÓ   ¯2  Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ  (T–1) ¥ [F(i)–1]   ‚·ıÌÔ‡˜ ÂÏÂ˘-

ıÂÚ›·˜.

1.3. Kατηγ	ρ	π	�ηση των καταστ�σεων μιας Mαρκ	�ια-
ν�ς Aλυσ�δας

OPIΣMOΣ 1.5
MÈ· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Î·ÏÂ›Ù·È πρ�σιτ� ·fi ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  Â¿Ó ÁÈ· Î¿-

ÔÈÔ ·Î¤Ú·ÈÔ  n≥0  ÈÛ¯‡ÂÈ  pij (n)≥0.  ¢‡Ô Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ Â›Ó·È ÚÔÛÈÙ¤˜ ÌÂ-
Ù·Í‡ ÙÔ˘˜ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ επικ�ινων�α. H Û¯¤ÛË ÂÈÎÔÈÓˆÓ›·˜ ‰‡Ô
Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  i, j  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  i ´ j.
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OPIΣMOΣ 1.6
MÈ· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È μη �ασικ� Â¿Ó ÁÈ· Î¿ÔÈ· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j

ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›·  i ´ j  ÈÛ¯‡ÂÈ  j   -Æ/  i. E›ÛË˜ Ë  i  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌË ‚·ÛÈÎ‹ Â¿Ó
‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·ÌÈ¿ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ  iÆj. MÈ· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÔÓÔÌ¿˙Â-
Ù·È �ασικ� Â¿Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È μη �ασικ�. K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· Â¿Ó Ë  i  Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹
Î·È  iÆj  ÙfiÙÂ  i ´ j.

➧ Πρ�ταση 1.1

(i) °È· Î¿ıÂ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ·ÔÚÚfiÊËÛË˜ ˘¿Ú-
¯Ô˘Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÌÈ· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ  iÆj.

(ii) AÓ Ë Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹ ÙfiÙÂ  i ´ i.

(iii) AÓ   i ´ j  Î·È  j ´ k  ÙfiÙÂ  i ´ k.

(iv) AÓ Ë  i  Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹ Î·È  iÆj  ÙfiÙÂ Î·È Ë  j  Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹ Î·È

i ´ j.

(v) ŒÛÙˆ  B  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÌÈ·˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘-
Û›‰·˜. H Û¯¤ÛË ÂÈÎÔÈÓˆÓ›·˜ Â›Ó·È ÌÈ· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÁÈ· ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ  B.

AÊÔ‡ Ë Û¯¤ÛË ÂÈÎÔÈÓˆÓ›·˜ ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ¯ˆÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ‚¿ÛË ÙË Û¯¤ÛË ÂÈÎÔÈÓˆÓ›·˜ ÛÂ
ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ. K·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÂ ‰È·-
ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÚÔÛÈÙ¤˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. H
Â‡ÚÂÛË ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ Î·È ÌË ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÂÓfi˜ ›Ó·Î·, Î·ıÒ˜ Î·È
ÙˆÓ ÎÏ¿ÛÂÒÓ ÙÔ˘˜, ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ‰È·‰ÈÎ·Û›·.

Φ�ση 1
•ÂÎÈÓ¿ÌÂ ÌÂ ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË 1 ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·˜ ÛÂ ¤Ó· ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÚÔ‹˜ fiÏÂ˜

ÙÈ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  j  ÔÈ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È ÔÛÈÙ¤˜ ·fi ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË 1,  ‰ËÏ·‰‹

1

j

k

Φ�ση 2
™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÚÔ‹˜ ÁÈ· Î¿ıÂ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÛÙËÓ ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó

Î·Ù·Ï‹ÍÂÈ ÙfiÍ· ·fi ÙËÓ 1, ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·˜ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ Â›Ó·È
ÚÔÛÈÙ¤˜ ·fi ·˘Ù‹Ó. ™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ Ì’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÚÔ‹˜
ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ ‰ÂÍ› ¿ÎÚÔ, ÂÎÙfi˜ ·fi
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·˘Ù¤˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ‹‰Ë ÂÌÊ·ÓÈÛıÂ› ÛÂ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ê¿ÛË. TÂÏÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÙË
‰È·‰ÈÎ·Û›· fiÙ·Ó ¤¯Ô˘Ó ÂÌÊ·ÓÈÛıÂ› fiÏÂ˜ ÔÈ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. E¿Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó Î·-
Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜, Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› ÛÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÚÔ‹˜, ÍÂÎÈÓ¿ÌÂ ÌÂ Î¿-
ÔÈ· ·fi ·˘Ù¤˜ ¤Ó· Î·ÓÔ‡ÚÁÈÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Ì¤¯ÚÈ Ô˘ Ó· ÂÍ·ÓÙÏËıÔ‡Ó fiÏÂ˜.

Διαδικασ�α γρα��ς της καν�νικ�ς μ�ρ��ς
H καν�νικ� μ�ρ�� ÂÓfi˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÔ‡ ›Ó·Î· ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹

ÙÔ˘ ÌÔÚÊ‹ ÙËÚÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÛÂÈÚ¿ ÁÚ·Ê‹˜ ÙˆÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:

·) °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÌÂ ·‡ÍÔ˘Û·
ÛÂÈÚ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ ÎÏ¿ÛÂˆÓ.

‚) °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÌÂÙ¿ ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÌË ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÌÂ Ù¤ÙÔÈ·
ÛÂÈÚ¿, ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È ÚÒÙÂ˜ ÂÎÂ›ÓÂ˜ Ô˘ Â›Ó·È ÚÔÛÈÙ¤˜ ·fi ¿ÏÏÂ˜. ¢Ë-
Ï·‰‹ ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔÓ ›Ó·Î· ÌË ‚·ÛÈÎ‹ ÎÏ¿ÛË Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ
Ë ÔÔ›· Ó· Â›Ó·È ÚÔÛÈÙ‹ ·fi ¿ÏÏË ÎÏ¿ÛË Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È "„ËÏfiÙÂÚ·"
ÛÙÔÓ ›Ó·Î·.

OPIΣMOΣ 1.7
MÈ· M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· Î·ÏÂ›Ù·È ·‰È·¯ÒÚÈÛÙË ·Ó ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔ ÌÈ· ‚·-

ÛÈÎ‹ ÎÏ¿ÛË Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Î·È ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÌË ‚·ÛÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜.

OPIΣMOΣ 1.8
H Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  ¤¯ÂÈ ÂÚ›Ô‰Ô  d  Â¿Ó ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ ‰‡Ô Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó

(i) pjj(n) = 0  ÁÈ· Î¿ıÂ  n  ÂÎÙfi˜ Â¿Ó  n=md  ÁÈ· Î¿ÔÈÔ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ  m

(ii) d  Â›Ó·È Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·  (i).

H Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ fiÙ·Ó  d=1. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Â-
Ú›Ô‰Ô ÌÈ·˜ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÂ  (i) = d. ŒÓ·˜ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÂÚÈfi‰Ô˘
ÌÈ·˜ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÈ·˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ AÏ˘Û›‰·˜ Â›Ó·È Ô ·Ú·Î¿Ùˆ.

OPIΣMOΣ 1.9
¶ÂÚ›Ô‰Ô˜ ÌÈ·˜ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË˜  j  Â›Ó·È Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ ÎÔÈÓfi˜ ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ (Ì.Î.‰.)

fiÏˆÓ ÙˆÓ  n ≥ 1  ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜  pjj(n) > 0.

➫ Θε�ρημα 1.2

E¿Ó  i ´ j  ÙfiÙÂ Î·È  (i) = (j).

ŒÛÙˆ Ì›· ·‰È·¯ÒÚÈÛÙË M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰·  n  Ì›· ‚·ÛÈÎ‹ ÎÏ¿ÛË Î·Ù·-
ÛÙ¿ÛÂˆÓ  E  ÌÂ ÂÚ›Ô‰Ô  d. °È· ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ  iŒE  ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ
˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  Cb(i)  ÙÔ˘  E  ÙÔ ÔÔ›Ô ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜

Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙËÓ ›‰È· ÎÏ¿ÛË ˘ÔÏÔ›Ô˘  b (mod d) ‰ËÏ·‰‹
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Cb(i) = {jŒE : pij(n) > 0,  ÁÈ· fiÏ· Ù·  n ∫ b (mod d)},   0 ≤ b ≤ d–1 .

TfiÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·  Cb(i),  0 ≤ b ≤ d–1  ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ·fi ÙÔ  i. OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ
ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜  Cb (0 ≤ b ≤ d–1) ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ÙÔÌ‹ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ·Ó¿ ‰‡Ô ÙÔ ÎÂÓfi
Û‡ÓÔÏÔ Î·È Ë ¤ÓˆÛ‹ ÙÔ˘˜ Ë ‚·ÛÈÎ‹ ÎÏ¿ÛË Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  E, Î˘ÎÏÈÎ¤˜ ˘ÔÎÏ¿-
ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÎÏ¿ÛË˜  E.

➫ Θε�ρημα 1.3
ŒÛÙˆ ÌÈ· ·‰È·¯ÒÚÈÛÙË M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰·  n  Ì›· ÎÏ¿ÛË ‚·ÛÈÎÒÓ Î·-

Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  E  ÌÂ ÂÚ›Ô‰Ô  d. E¿Ó  ÎŒCb, 0 ≤ b ≤ d–1  Î·È  pÎj >   0  ÙfiÙÂ
jŒCb–1.

O ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÌÈ·˜ ·‰È·¯ÒÚÈÛÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ ÂÚÈfi-
‰Ô˘  d  ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ÛÙË ÌÔÚÊ‹

C0 C1 C2 K Cd–1

P =

C0

C1

M

Cd–2

Cd–1  Ë
Á
Á
Ê 

 

O

O

M

O

Pd–1

P1

O

M

O

O

O

P2

M

O

O

K

K

O

K

K

O

O

M

Pd–2

O  ̄
˜
˜
ˆ 

 

fiÔ˘  P1, P2, …, Pd–1  ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÔ› ›Ó·ÎÂ˜ ÁÂÓÈÎ¿ ÔÚıÔÁÒÓÈÔÈ.
OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  fii(n)  ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Â·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜

M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ ÌÂÙ¿  n-‚‹Ì·Ù· ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿
‰ËÏ·‰‹

fii(n) = Èı{Xn = i, Xr π i, r=1,…, n–1|X0 = i} .

ŒÛÙˆ  fjÎ(n)  Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Ó· ÌÂÙ·‚Â› ·fi ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j
ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  Î  ÛÂ  n-‚‹Ì·Ù· ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ‰ËÏ.

fjÎ(n) = Èı{Xn = Î, Xr π Î, r=1,…, n–1|X0 = j} .

OÈ ·Ú·¿Óˆ ÔÚÈÛÌÔ› Û˘ÌÏËÚÒÓÔÓÙ·È Î·È ·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ
fii(0) = fij(0) = 0.  E›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ·Ó Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  fi  ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·
Â·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿
ÙfiÙÂ

fi = Â
•

n=1
 fii(n) .

E›ÛË˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·˜ ÌÂ  fjÎ  ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿
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·fi ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  Î  ÌÂ ÙÔ ›‰ÈÔ ÛÎÂÙÈÎfi ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

fjÎ = Â
•

n=1
 fjÎ(n) .

OPIΣMOΣ 1.10
M›· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Î·ÏÂ›Ù·È Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹ Â¿Ó  fi = 1. E¿Ó  fi < 0  ÙfiÙÂ Ë

Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Î·ÏÂ›Ù·È ·ÚÔ‰ÈÎ‹.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ë Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Â›Ó·È Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹ ¤¯ÂÈ ÓfiËÌ· Ó·

Û˘˙ËÙ¿ÌÂ ÁÈ· ÙÔ Ì¤ÛÔ ¯ÚfiÓÔ ÙË˜ ÚÒÙË˜ Â·Ó·ÊÔÚ¿˜ ¤ÙÛÈ Ô Ì¤ÛÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜  Ìi

ÙË˜ ÚÒÙË˜ Â·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Â›Ó·È

Ìi = Â
n=1

 n fii(n) .

OPIΣMOΣ 1.11

E¿Ó  Ìi  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙfiÙÂ Ë Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Î·ÏÂ›Ù·È ıÂÙÈ-
Î¿-Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹, ·ÏÏÈÒ˜ Î·ÏÂ›Ù·È ·Û·ÊÒ˜-Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹.

➧ Πρ�ταση 1.2

IÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË

pij(n) = Â
n

Î=0
 fij(Î) pjj(n–Î)         n ≥ 1 .

➫ Θε�ρημα 1.4

H Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Â›Ó·È Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹ Â¿Ó Î·È ÌfiÓÔ Â¿Ó

Â
•

n=0
 pii(n) = • .

➫ Θε�ρημα 1.5

E¿Ó ÔÈ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  i  Î·È  j  ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ ÂÈÎÔÈÓˆÓ›· ÙfiÙÂ Â›Ó·È ÙÔ˘
È‰›Ô˘ Ù‡Ô˘ ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È Î·È ÔÈ ‰‡Ô ·ÚÔ‰ÈÎ¤˜ ‹ ·Û·ÊÒ˜ Â·Ó·ÏËÙÈÎ¤˜ ‹
ıÂÙÈÎ¿ Â·Ó·ÏËÙÈÎ¤˜ Î·È ÂÈÏ¤ÔÓ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ÂÚ›Ô‰Ô.

➫ Θε�ρημα 1.6
M›· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  Î  ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ Â›Ó·È ·ÚÔ‰ÈÎ‹ Â¿Ó Î·È

ÌfiÓÔÓ Â¿Ó  Â
n

 pÎÎ(n) < •,  Î·È Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË

Â
n

 pjÎ(n) < •    ÁÈ· Î¿ıÂ  j .
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➧ Πρ�ταση 1.3

M›· Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ
Â¿Ó Â›Ó·È Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹ ‹ ·ÔÚÚfiÊËÛË˜. OÈ ÌË ‚·ÛÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È
·ÚÔ‰ÈÎ¤˜.

OÈ M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ·Ï˘Û›‰Â˜ ÌÂ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜

P = 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

 
P1   O

R    Q   .

ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È indecomposable M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ·Ï˘Û›‰Â˜.

➫ Θε�ρημα 1.7 (Eργ�δικ� θε�ρημα)
ŒÛÙˆ  Î  Ì›· Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Î·È ¤ÛÙˆ

ÌÎ = Â
n

 n fÎÎ(n)

Ô Ì¤ÛÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ Â·Ó¿ÏË„Ë˜.

i) E¿Ó  Î  Â›Ó·È ÌË ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙfiÙÂ

lim
nÆ•

 pÎÎ(n) = 1
ÌÎ

Î·È

lim
nÆ•

 pjÎ(n) = 
FjÎ(1)

ÌÎ

fiÔ˘   FjÎ(s)  Ë Èı·ÓÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ  fjk(n).

ii) E¿Ó  Î  ¤¯ÂÈ ÂÚ›Ô‰Ô  d  ÙfiÙÂ

lim
nÆ•

 pÎÎ(nd) = d
ÌÎ

Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ ÂÈÎÔÈÓˆÓ›· ÌÂ ÙËÓ  Î  ¤¯Ô˘-
ÌÂ

lim
nÆ•

 pjÎ(rjÎ+nd) = d FjÎ(1)
ÌÎ

 .

OPIΣMOΣ 1.12
ŒÛÙˆ  P  ¤Ó·˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜. O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÂÚÁÔ‰ÈÎfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘  P

Ô ÔÔ›Ô˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  ·(P)  ÔÚ›˙ÂÙ·È Û·Ó

·(P) = 1 – sup
i, Î

  Â
•

j=1
 [pij – pÎj]

+
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fiÔ˘

[pij – pÎj]
+ = max (0, pij – pÎj) .

O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÂÚÁÔ‰ÈÎfiÙËÙ·˜ ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ È‰ÈfiÙËÙÂ˜.

i) 0 ≤ ·(P) ≤ 1.

ii) ·(P) = 1 – 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 1

2
   sup

i, Î
  Â

•

j=1
 |pij – pÎj| .

iii) ŒÛÙˆ  P  ¤Ó·˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜, ÙfiÙÂ

·(P) = inf
i, Î

  Â
•

j=1
 min (pij, pÎj) .

OPIΣMOΣ 1.13
M›· ·‰È·¯ÒÚÈÛÙË M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· ı· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ·Ó

Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ¤Ó· ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ Â·Ó·ÏËÙÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿-
ÛÂˆÓ ‹ Ì›· ÎÏ¿ÛË ‚·ÛÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Î·È Â›Ó·È ·ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹.

➫ Θε�ρημα 1.8
ŒÛÙˆ Ì›· Î·ÓÔÓÈÎ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· ÌÂ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜  P  ÙfiÙÂ

ÙÔ fiÚÈÔ ÙÔ˘ ›Ó·Î·  Pn  Î·ıÒ˜ ÙÔ  nÆ•  Â›Ó·È ¤Ó·˜ Â˘ÛÙ·ı‹˜ ›Ó·Î·˜  Π
fiÔ˘  π  Â›Ó·È Ë ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘ ›Ó·Î· Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ıÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›·. H Ù·¯‡-
ÙËÙ· Û‡ÁÎÏÈÛË˜ Â›Ó·È Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

|pij(n)–j| ≤ (1 – ·(Pn0))n/n0–1

fiÔ˘  n0  Â›Ó·È Ô ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜ Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ  ·(Pn0) > 0.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙˆÓ Chapman - Kolmogorov ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

lim
nÆ•

p(n) = p(0) lim
nÆ•

 Pn = p(0) Π = π = (1, 2,…, Î)

‰ËÏ. ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿ ÔÈ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ Ë M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· Ó· Â›Ó·È ÛÙÈ˜ Î·-
Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  1, 2,…, Î  ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙË ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘ ›Ó·Î·  Π.

TÔ ·Û˘ÌÙˆÙÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ·  π  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÔÏ‡ Â‡ÎÔÏ· ·fi ÙË Ï‡ÛË
ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

π P = π

Â
Î

i=1
 i = 1 .
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OPIΣMOΣ 1.14
£· Ï¤ÌÂ ÌÈ· M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· ÌÂ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜  P  fiÙÈ Â›Ó·È μι-

κτ� ·Ó Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜  P  Â›Ó·È Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ÔÈÔ ·Î¤Ú·ÈÔ  n0
Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  ·(Pn0) > 0.

➫ Θε�ρημα 1.9
E¿Ó  P  Â›Ó·È ¤Ó·˜ ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÌÈ·˜ ÌÈÎÙ‹˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›-

‰·˜ ÙfiÙÂ Ô ›Ó·Î·˜  Pn  Î·ıÒ˜ ÙÔ  n Æ •  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÂ ¤Ó· Â˘ÛÙ·ı‹ ÛÙÔ¯·-
ÛÙÈÎfi ›Ó·Î·  Π  ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ë ÁÚ·ÌÌ‹  π  ÂÓ Á¤ÓÂÈ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·
ıÂÙÈÎ¿. T· ıÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÔ‡ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  π  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó
ÛÙÈ˜ Â·Ó·ÏËÙÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜.

Œ¯Ô˘ÌÂ Â›ÛË˜ fiÙÈ

|pij(n)–j| ≤ (1 – ·(Pn0))n/n0–1

ÁÈ· Î¿ıÂ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  Î·È  j  Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  S  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ·Î¤Ú·ÈÔ  n.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· ÌÈ· M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ·‰È·¯ÒÚÈÛÙË
Î·È ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ÌÂ ÂÚ›Ô‰Ô  d. O ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÌÈ·˜ Ù¤ÙÔÈ·˜ M·ÚÎÔ‚È·-
Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ÛÙË ÌÔÚÊ‹

C0 C1 C2 K Cd–1

C0

C1

M

Cd–2

Cd–1  Ë
Á
Á
Ê 

 

O

O

M

O

Pd–1

P1

0

M

O

O

0

P2

M

O

O

K

K

O

K

K

O

O

M

Pd–2

O  ̄
˜
˜
ˆ 

 

➫ Θε�ρημα 1.10
ŒÛÙˆ Ì›· ·‰È·¯ÒÚÈÛÙË ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· ÌÂ ÂÚ›Ô‰Ô  d.

ŒÛÙˆ  P  Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ ÙfiÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘-
ı›·  {Pn}•

n=0  ‰È·Û¿Ù·È ÛÂ  d  Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘ÛÂ˜ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÌÂ fiÚÈ· Ù·

P*Pr    ÁÈ·   r = 0, 1,…, d–1

fiÔ˘  P* = lim
nÆ•

Pnd.

ŒÛÙˆ  C0, C1,…, Cd–1  ÔÈ Î˘ÎÏÈÎ¤˜ ˘ÔÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›-
‰·˜ Î·È  P1, P2,…, Pd–1  ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜. TfiÙÂ ¤ÛÙˆ

Xi = Pi Pi+1 … Pd–1 P1 … Pi–1    ÁÈ·   i=1, 2,…, d–1.

OÈ ›Ó·ÎÂ˜  Xi (i=1, 2, …, d–1)  ÔÚ›˙Ô˘Ó  d  Î·ÓÔÓÈÎ¤˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ·Ï˘-
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Û›‰Â˜ Î·È  Πi = lim
nÆ•

Xn
i   Â˘ÛÙ·ıÂ›˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÔ› ›Ó·ÎÂ˜ Î·È

C0 C1 K Cd–1

P* =

C0

C1

M

Cd–1  Ë
Á
Ê 

 

Π1

O

M

O

O

Π2

M

O

K

K

O

K

O

O

M

Πd–1 ̄
˜
ˆ 

 

ŒÛÙˆ  πi  Ë ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘ ›Ó·Î·  Πi. H ·ÎÔÏÔ˘ı›·  {Pn}•
n=0  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ

Î·Ù¿ Cesaro ÛÙÔÓ ›Ó·Î·

Πd = 1
d
  Â

d–1

r=0
 P*Pr

fiÔ˘  Πd  Â›Ó·È ¤Ó·˜ Â˘ÛÙ·ı‹˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ë ÁÚ·ÌÌ‹
πd  ‰›ÓÂÙ·È ·fi

πd = 1
d
 (π0, π1,…, πd–1).

Oι μ�σ	ι !ρ�ν	ι πρ�της εισ�δ	υ

£· Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  mij  ÙË Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ ÚÒÙË˜ ÂÈÛfi‰Ô˘ ÛÙËÓ

Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘ fiÙÈ Ë M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· Â›Ó·È ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i
Î·È ÌÂ  M  ÙÔÓ ›Ó·Î· ÙˆÓ  mij,  i, jŒS.

➫ Θε�ρημα 1.11

ŒÛÙˆ Ì›· Î·ÓÔÓÈÎ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· ÙfiÙÂ  mij, i, jŒS  ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔÈ.

AÓ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·  E  Ô˘ ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ÌÔÓ¿‰Â˜
ÙfiÙÂ

ΠOPIΣMA 1.1
ŒÛÙˆ Ì›· Î·ÓÔÓÈÎ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· ÙfiÙÂ

M = P(M – Mdg) + E .

➫ Θε�ρημα 1.12
ŒÛÙˆ  P  Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÌÈ·˜ Î·ÓÔÓÈÎ‹˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜

Î·È ¤ÛÙˆ fiÙÈ

lim
nÆ•

Pn = Π.
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TfiÙÂ Ô ›Ó·Î·˜

Z = [I – (P–Π)]–1

˘¿Ú¯ÂÈ Î·È Â›Ó·È ÙÔ fiÚÈÔ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜

I + Â
•

n=1
 (Pn

 – Π) .

➫ Θε�ρημα 1.13
ŒÛÙˆ  P  Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÌÈ·˜ Î·ÓÔÓÈÎ‹˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜

ÙfiÙÂ

i) PZ = ZP    ii)  Z1¢ = 1¢    iii) π Z = π    iv) I – Z = Π – PZ

fiÔ˘  1¢ = [1, 1, …,1]¢.

➫ Θε�ρημα 1.14
ŒÛÙˆ Ì›· Î·ÓÔÓÈÎ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· ÌÂ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜  P  ÙfiÙÂ

mij = 1
i

  fiÔ˘  Π = lim
nÆ•

Pn  Î·È  π  Ë ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘ Î·È Ù¤ÏÔ˜

M = (I –Z + E Zdg) Π–1
dg  .

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  wij  ÙË Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ ÚÒÙË˜
ÂÈÛfi‰Ô˘ ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘ fiÙÈ Ë M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰· Â›Ó·È ÛÙËÓ
Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i. ŒÛÙˆ  W  Ô ›Ó·Î·˜  {wij}i, jŒS  ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ ıÂÒ-

ÚËÌ·.

➫ Θε�ρημα 1.15
ŒÛÙˆ ÌÈ· Î·ÓÔÓÈÎ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰·, P  Ô ›Ó·Î·˜ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÂ-

Ù¿‚·ÛË˜  lim
nÆ•

Pn = Π  Î·È  Z = [I–(P–Π)]–1  ÙfiÙÂ

W = P [W–Wdg] – 2P [Z–E Zdg] Π–1
dg  + E.

➫ Θε�ρημα 1.16

ŒÛÙˆ Ì›· Î·ÓÔÓÈÎ‹ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ·Ï˘Û›‰·, P  Ô ›Ó·Î·˜ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÂ-
Ù¿‚·ÛË˜  lim

nÆ•
Pn = Π  Î·È  Z = [I–(P–Π)]–1  ÙfiÙÂ

W = M (2Zdg Π
–1
dg  –I)+2 (ZM –E(ZM)dg).



226 Στ��αστικ�ς M�θ�δ�ι στην Eπι�ειρησιακ� �ρευνα

¶ P O B § H M A T A¶ P O B § H M A T A¶ P O B § H M A T A

1
Bρε�τε τ�ν π�νακα μετ��ασης  P  για την παρακ�τω αλυσ�δα τ�υ
Markov: N  μα�ρες μπ�λες και  N  λευκ�ς τ�π�θετ��νται σε δ�� δ�-
�ε�α �τσι �στε σε κ�θε δ��ε�� να υπ�ρ��υν  N  μπ�λες. Σε κ�θε ��μα
μ�α μπ�λα εκλ�γεται τυ�α�α απ� κ�θε δ��ε�� και �ι δ�� μπ�λες αλ-
λ�!�υν δ��ε�α. H κατ�σταση τ�υ συστ�ματ�ς ε�ναι �ι λευκ�ς μπ�λες
στ� πρ�τ� δ��ε��.

ΛYΣH

OÚ›˙Ô˘ÌÂ Û·Ó  (j, k)  ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ›Ó·Î·  P  ÙÔ

pjk = Èı {Î  ÏÂ˘Î¤˜ Ì¿ÏÂ˜ ÛÙÔ ÚÒÙÔ ‰Ô¯Â›Ô ÌÂÙ¿  n+1  ·ÓÙ·ÏÏ·Á¤˜ / j

ÏÂ˘Î¤˜ Ì¿ÏÂ˜ ÛÙÔ ÚÒÙÔ ‰Ô¯Â›Ô ÌÂÙ¿  n  ·ÓÙ·ÏÏ·Á¤˜}.

ÁÈ·   n=1, 2, …,

pjk = 

 Ó
Ô
Ì
Ô
Ï

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

j
N

 

2
   Â¿Ó   k = j–1       j=1, 2, … , N

2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

j
N

   
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

N–j
N

     Â¿Ó   k=j             j=0, 1, …, N

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1–  j

N
 

2
   Â¿Ó   k = j+1       j=0, 1, …, N–1

0    ÛÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜

2
Θεωρ��με δ�� δ��ε�α A και B  τα �π��α περι���υν N μπ�λες. Στ�
�ρ�ν�  t (t = 1, 2, …)  διαλ�γ�υμε μ�α μπ�λα τυ�α�α. Mετ� διαλ�γ�υμε
�να δ��ε��, τ� A με πιθαν�τητα p και τ� B με πιθαν�τητα  q (p+q = 1),
και η μπ�λα τ�π�θετε�ται στ� δ��ε�� π�υ διαλ�#αμε. Oρ�!�υμε σαν
κατ�σταση τ�υ συστ�ματ�ς τ�ν αριθμ� απ� μπ�λες π�υ περι��ει τ�
δ��ε��  A. Nα �ρεθε� � π�νακας μετ��ασης της αλυσ�δας τ�υ Markov
π�υ περιγρ�ψαμε.

ΛYΣH

OÚ›˙Ô˘ÌÂ Û·Ó  (i, j)  ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ›Ó·Î·  P  ÙÔ

pij = {i   Ì¿ÏÂ˜ ÛÙÔ ‰Ô¯Â›Ô  A  ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t+1 | j
 Ì¿ÏÂ˜ ÛÙÔ ‰Ô¯Â›Ô  A  ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t}
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ÁÈ·  t=1, 2, …,

pij = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

N–j
N

 p    Â¿Ó   i = j+1

j
N

 p + N–j
N

 q   Â¿Ó   i=j

j
N

 q    Â¿Ó   i = j–1

0    ÛÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜

3
Δε�#τε �τι σε μια Mαρκ��ιαν� Aλυσ�δα τ� παρελθ�ν και τ� μ�λλ�ν
ε�ναι υπ� συνθ�κη ανε#�ρτητα δεδ�μ�ν�υ τ�υ παρ�ντ�ς.

ΛYΣH

ŒÛÙˆ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ  A  ÚÔÁÂÓ¤ÛÙÂÚÔ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘  n   ÁÈ· Ì›·
M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ AÏ˘Û›‰·   {Xn}•

n=0  Î·È  B  ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÌÂÙ·ÁÂÓ¤-

ÛÙÂÚÔ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘  n  ÁÈ· ÙËÓ ›‰È· M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ AÏ˘Û›‰·.
¢Â¯fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  n  Â›Ó·È ÙÔ ·ÚfiÓ ÁÈ· ÙËÓ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹

AÏ˘Û›‰· Î·È fiÙÈ  Xn=i. TfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  A  Â›Ó·È ¤Ó· ÔÔÈÔ-
‰‹ÔÙÂ Ù˘¯·›Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ·fi ÙÔ ·ÚÂÏıfiÓ Î·È ÙÔ  B  Â›Ó·È ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹-
ÔÙÂ Ù˘¯·›Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ·fi ÙÔ Ì¤ÏÏÔÓ. ÕÚ· ·ÚÎÂ› Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ù· ÂÓ‰Â-
¯fiÌÂÓ·  A  Î·È  B  Â›Ó·È ˘fi Û˘Óı‹ÎË ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘ ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤-
ÓÔ˘  Xn=i. Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ

Prob{B«A | Xn=i} = Prob{B | Xn=i, A} Prob{A | Xn=i} .

B¿ÛË ÙË˜ ÚfiÙ·ÛË˜  3  ÙÔ˘ B·ÛÈÏÂ›Ô˘ (1994)  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

Prob{B | Xn=i, A} = Prob{B | Xn=i}
Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·

Prob{B«A | Xn=i} = Prob{B | Xn=i} Prob{A | Xn=i} .

4
�στω �να τυ�α�� ενδε��μεν�  B  μεταγεν�στερ� τ�υ �ρ�ν�υ  n  για

μια Mαρκ��ιαν� Aλυσ�δα  {Xn}•
n=0 . Δε�#τε �τι

Prob{Xn–1 = in–1 | Xn=in, B} = Prob{Xn–1 = in–1 | Xn=in} .

ΛYΣH

Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ:



228 Στ��αστικ�ς M�θ�δ�ι στην Eπι�ειρησιακ� �ρευνα

Prob{Xn–1 = in–1 | Xn=in, B} = Prob{Xn–1 = in–1, Xn=in, B}
Prob{Xn=in, B}

 =

= Prob{B | Xn=in, Xn–1 = in–1} Prob{Xn=in,  Xn–1 = in–1}
Prob{B | Xn=in} Prob{Xn=in}

 =

(ÂÂÈ‰‹ ÙÔ Ù˘¯·›Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ  B  Â›Ó·È ÌÂÙ·ÁÂÓ¤ÛÙÂÚÔ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘  n)

= Prob{B | Xn=in} Prob{Xn=in, Xn–1 = in–1}
Prob{B | Xn=in} Prob{Xn=in}

 =

= Prob{Xn–1 = in–1 | Xn=in} .

5
�στω μ�α �μ�γεν�ς Mαρκ��ιαν� Aλυσ�δα και  X0=i. Δε�#τε �τι

i) Prob(Xn=i  για τ�υλ��ιστ�ν  m  ��ρ�ς | X0=i) = (fi)
m.

ii) Δε�#τε επ�σης �τι αν η κατ�σταση  i  ε�ναι επαναληπτικ�, τ�τε η
πιθαν�τητα επανα��ρ�ς στην κατ�σταση  i  �πειρες ��ρ�ς ε�-
ναι �ση με  1. Aντ�θετα, ε�ν η κατ�σταση  i  ε�ναι παρ�δικ�, τ�τε
η πιθαν�τητα επανα��ρ�ς στην κατ�σταση  i  �πειρες ��ρ�ς
ε�ναι �ση με τ�  0.

ΛYΣH

i) °È·  m=1  ¤¯Ô˘ÌÂ

Prob(Xn=i   ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ Ì›· ÊÔÚ¿ | X0=i) = Â 
Î≥1

f(Î)
ii  = fi ,

Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜  fi.
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë  (i)  ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·  m–1,  ‰ËÏ·‰‹ fiÙÈ

Prob(Xn=i   ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ  m–1  ÊÔÚ¤˜ | X0=i) = (fi)
m–1 ,

Î·È ı· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  (i)  Â›Ó·È ·ÏËıÈÓ‹ Î·È ÁÈ·  m  ÊÔÚ¤˜. Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

Prob(Xn=i   ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ  m  ÊÔÚ¤˜ | X0=i) =

= Â 
r≥1

 Prob(Ùi=r,  XÙi+r=i    ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ  m–1  ÊÔÚ¤˜  | X0=i)

= Â 
r≥1

 Prob(Ùi=r | X0=i) Prob(XÙi+r=i ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ m–1 ÊÔÚ¤˜ | Ùi=r, X0=i)

= (ÂÂÈ‰‹  XÙi+r = i   Â›Ó·È ÙÔ ‚¤‚·ÈÔ ÁÂÁÔÓfi˜)
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=  Â 
r≥1

 f(r)i  Prob(XÙi+r=i   ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ  m–1 ÊÔÚ¤˜ | XÙi
=i, Ùi=r, x0=i)

= (ÂÂÈ‰‹ ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ  Ùi=Î  Â›Ó·È ÚÔÁÂÓ¤ÛÙÂÚÔ ÙÔ˘  XÙi
=i)

=  Â 
r≥1

 f(r)i  Prob(XÙi+r=i  ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ  m–1  ÊÔÚ¤˜ | XÙi
=i, X0=i)

= (Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÈÛ¯˘Ú‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÙÔ˘ Markov)

= Â 
r≥1

 f(r)i  Prob(Xn=i  ÁÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ  m–1  ÊÔÚ¤˜ | X0=i)

= (Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ˘fiıÂÛË ÙË˜ Â·ÁˆÁ‹˜)

= Â 
r≥1

 f(r)i  (fi)
m–1 = (fi)

m–1 Â 
r≥1

 f(r)i  = (fi)
m.

ii) ŒÛÙˆ  E  ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ

E = {Ë M.A Â·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  ¿ÂÈÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜} .

TfiÙÂ,

Prob(E) =

= lim
rÆ•

 Prob{Ë M.A Â·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  i  ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  r  ÊÔÚ¤˜} =

= lim
rÆ•

(fi)
r = 

 Ó
Ì
Ï

 

1  Â¿Ó  fi=1  ‰ËÏ·‰‹  i  Â·Ó·ÏËÙÈÎ‹
0  Â¿Ó  fi<1   ‰ËÏ·‰‹  i  ·ÚÔ‰ÈÎ‹ .

6
�στω μ�α �μ�γεν�ς Mαρκ��ιαν� Aλυσ�δα και  X0=i. Δε�#τε �τι

i) H πιθαν�τητα �τι η κατ�σταση  j  θα εμ�ανισθε� τ�υλ��ιστ�  r
��ρ�ς ε�ναι �ση με

fij(fj)
r–1  .

ii) E�ν η κατ�σταση  j  ε�ναι παρ�δικ�, τ�τε ανε#�ρτητα απ� την
αρ�ικ� κατ�σταση, η πιθαν�τητα να εμ�ανισθε� �πειρες ��ρ�ς
ε�ναι �ση με τ� 0.

iii) Aν  T  τ� σ�ν�λ� των παρ�δικ�ν καταστ�σεων της Mαρκ��ια-
ν�ς Aλυσ�δας (TÃS), δε�#τε �τι η πιθαν�τητα η Mαρκ��ιαν�
Aλυσ�δα να παραμε�νει για π�ντα στ� σ�ν�λ�  T  ε�ναι �ση με
τ�  0.
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ΛYΣH

i) H Ï‡ÛË Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Î·Ù¿ ÙÚfiÔ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÌÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË  4.

ii) Œ¯Ô˘ÌÂ

Prob (Ë Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛıÂ› ¿ÂÈÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜) =

= Â 
kŒS

Prob(X0=i) Prob(Ë Î·Ù¿ÛÙ·ÛË j Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛıÂ› ¿ÂÈÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜ | X0=i)

= Â 
iŒS

 Prob(X0=i)Ø0 = 0 ,

(Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ  (i)  Î·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ë  j  Â›Ó·È ·ÚÔ‰ÈÎ‹  (fi<1)).

iii) Œ¯Ô˘ÌÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜

Prob(XnŒT  ÁÈ· fiÏ· Ù·  n≥0) ≤

    ≤ Â 
jŒT

 Prob (Ë Î·Ù¿ÛÙ·ÛË  j  Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛıÂ› ¿ÂÈÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜) = 0

7
�στω  P = {pij}k¥k  �νας στ��αστικ�ς π�νακας.

i) Δε�#τε �τι για κ�θε ακ�ραι�  n≥2  � π�νακας  P n  ε�ναι επ�σης
στ��αστικ�ς.

ii) Δε�#τε �τι αν �ι γραμμ�ς τ�υ π�νακα  P n  συμπ�πτ�υν, τ�τε
P l=Pn  για κ�θε ακ�ραι�  l≥n.

iii) Bρε�τε τ� μ�σ� �ρ�ν� παραμ�ν�ς στην  j-κατ�σταση,  �π�υ

jŒ{1, 2, …, k}.

ΛYΣH

i) ŒÛÙˆ  1 = (1, 1, …, 1)  ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·-ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ fiÏ· ÙÔ˘ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·
Â›Ó·È ÌÔÓ¿‰Â˜. TfiÙÂ, ·ÊÔ‡ Ô  P  Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi˜, ¤¯Ô˘ÌÂ

PØ1¢ = 1¢ ,

Î·È ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ·fi ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÌÂ  P

P2Ø1¢ = PØ1¢ = 1¢, …, PnØ1¢ = 1¢  ,

¿Ú· Ô  Pn  Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  n≥2.
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ii) ŒÛÙˆ fiÙÈ
p(n)

ij  = j   " i, jŒS .

TfiÙÂ, ·fi ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙˆÓ Chapman - Kolmogorov ¤¯Ô˘ÌÂ

p(n+1)
ij  = Â

k

l=1
 pil p

(n)
lj  = j Â

k

l=1
 pil = jØ1 = j   ,

·ÊÔ‡ Ô  P Â›Ó·È  ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi˜ Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·   Â
k

l=1
 pil = 1.

EÔÌ¤Óˆ˜  Pn+1=Pn.
E›ÛË˜,

Pn+2 = PØPn+1 = PØPn = Pn+1 = Pn  ,

ÔfiÙÂ ÙÂÏÈÎ¿  Pl=Pn  ÁÈ· Î¿ıÂ ·Î¤Ú·ÈÔ  l ≥ n.

iii) AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ô Ì¤ÛÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ ·Ú·ÌÔÓ‹˜ ÛÂ Î¿ıÂ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ‰›-
ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ›Ó·Î·  (I–P)–1. TËÓ ·fi‰ÂÈÍË ı· ÙËÓ ·ÔÊ‡ÁÔ˘ÌÂ Û’
·˘Ù‹ ÙË Ê¿ÛË.

8
Στη θ�ση "Kατ�ρα" τ�υ δρ�μ�υ Iω�ννινα - Tρ�καλα μια μ�ρα κατ�
την περ��δ� τ�υ �ειμ�να μπ�ρε� να �αρακτηριστε� σαν �ι�νισμ�νη �
σαν καθαρ�. K�θε αυτ�κ�νητ� π�υ θα πρ�σπαθ�σει να περ�σει τ�ν
δρ�μ� αυτ� μια �ι�νισμ�νη ημ�ρα, θα πρ�πει να ��ει �πωσδ�π�τε
αλυσ�δες. Aν μια �ι�νισμ�νη ημ�ρα διαδ��εται μια καθαρ� με πιθαν�-
τητα 0.335 και μια καθαρ� διαδ��εται μια �ι�νισμ�νη ημ�ρα με πιθα-
ν�τητα 0.25, να �ρεθε�.

i) H πιθαν�τητα �να αυτ�κ�νητ� να �ρειαστε� αλυσ�δες στις 28 Δε-
κεμ�ρ��υ, αν τα Xριστ��γεννα �ταν �ι�νισμ�να.

ii) Π�ι� ε�ναι τ� μ�σ� μ�κ�ς μια �ι�νισμ�νης περι�δ�υ και π�ι� τ�
μ�σ� μ�κ�ς μιας καθαρ�ς περι�δ�υ.

ΛYΣH

OÚ›˙Ô˘ÌÂ Û·Ó Î·Ù¿ÛÙ·ÛË 0  fiÙ·Ó Ô ‰ÚfiÌÔ˜ Â›Ó·È Î·ı·Úfi˜, Î·È Î·Ù¿ÛÙ·ÛË
1  fiÙ·Ó Ô ‰ÚfiÌÔ˜ Â›Ó·È ¯ÈÔÓÈÛÌ¤ÓÔ˜. TfiÙÂ Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ÙË˜ M·ÚÎÔ-
‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜ Â›Ó·È

0 1

P = 
0
1  Î

È
 ̊
˘

 

0.655   0.335
0.250 0.750   .
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Œ¯Ô˘ÌÂ Û·Ó ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ fiÙÈ Ù· XÚÈÛÙÔ‡ÁÂÓÓ· ‹Ù·Ó ¯ÈÔÓÈÛÌ¤Ó· Î·È ı¤ÏÔ˘ÌÂ
Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Â›Ó·È ¯ÈÔÓÈÛÌ¤ÓË Î·È Ë 28 ¢ÂÎÂÌ‚Ú›Ô˘, ‰ËÏ·‰‹
25 Æ 26 Æ 27 Æ 28  ÌÂÙ¿ 3-‚‹Ì·Ù· ÙË˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó‹˜ ·Ï˘Û›‰·˜. EÔÌ¤Óˆ˜
˙ËÙ¿ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·  p(3)

11.

E›Ó·È

p(3)
11 = Â

1

j=0
 p(1)

1j  p(2)
j1  = p10 p(2)

01+p11 p(2)
11 = 0.603 ,

ÁÈ·Ù›

p(2)
01 = Â

1

j=0
 p0j pj1 = p00 p01+p01 p11 = 0.474 ,

p(2)
11 = Â

1

j=0
 p1j pj1 = p10 p01+p11 p11 = 0.646  .

ŒÛÙˆ  W1  Ë Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ô˘ ‰ËÏÒÓÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯fiÌÂ-

ÓˆÓ ¯ÈÔÓÈÛÌ¤ÓˆÓ ËÌÂÚÒÓ. TfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

Prob{W=n} = Prob{X1=X2=…=Xn=1,  Xn+1=0  | X1=1} =

= Prob{X2=1 | X1=1} Prob{X3=1 | X2=1} …

   Prob{Xn=1 | Xn–1=1}ØProb{Xn+1=0 | Xn=1} = pn–1 
11 Ø p10 ,

‰ËÏ·‰‹ Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù˘¯·›·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜  W  Â›Ó·È Ë ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÌÂ È-
ı·ÓfiÙËÙ· ÂÈÙ˘¯›·˜  p11,  Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· Ë Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ ·˘Ù‹˜ ı· Â›Ó·È

E(W) = Â
•

n=1
 n pn–1

11  p10 = p–1
10 = 4.0  ËÌ¤ÚÂ˜ .

MÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Ì¤ÛÔ Ì‹ÎÔ˜ ÌÈ·˜ Î·ı·Ú‹˜ ÂÚÈfi‰Ô˘
Â›Ó·È  2.96 ËÌ¤ÚÂ˜.

9
�να �σπρ� π�ντ�κι τ�υ εργαστηρ��υ ψυ��λ�γ�ας τ�π�θετε�ται στ�
λα��ρινθ� τ�υ σ��ματ�ς  1. T� π�ντ�κι κινε�ται μ�σα στα διαμερ�σμα-
τα τυ�α�α, δηλαδ� αν υπ�ρ��υν  K  �#�δ�ι σ’ �να διαμ�ρισμα κ�θε

�#�δ�ς εκλ�γεται με πιθαν�τητα  1
K

 , εν� σε κ�θε �ρ�νικ� στιγμ� αλ-

λ�!ει διαμ�ρισμα μ�ν� μια ��ρ�. A��� �ρ�σετε τ�ν π�νακα μετα��-
σεων να υπ�λ�γ�σετε την πιθαν�τητα  Prob[Xν=7 / Xν–2=9].




