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«Tα πνεύματά μας, δέκτες και π�μπ�ί

  παιρν�ύν και στέλν�υν των καιρών τ� πνεύμα

  σε μιαν αρ�αία και νέα �ωής π�μπή

  π�υ ακ�λ�υθεί της ιστ�ρίας τ� νεύμα»

Γιάννης Pίτσ�ς
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ΠPO ΛOΓOΣ

Στ�υς δ�� τ�μ�υς αυτ�� τ�υ �ι�λ��υ δ�νεται μια συλλ�γ� ασκ�-
σεων (+450 ασκ�σεις) για �λα σ�εδ�ν τα θ�ματα Eπι�ειρησιακ�ς
�ρευνας.

Στ�ν πρ�τ� τ�μ� �ι ασκ�σεις α��ρ��ν τ� Γραμμικ� Πρ�γραμ-
ματισμ�. Για τις περισσ�τερες απ� αυτ�ς δ�νεται και � τρ�π�ς λ�-
σης τ�υ απ� κ
π�ι� λ�γισμικ� (LINDO, WinQSB+ � EXCEL) �ι
�δηγ�ες λειτ�υργ�ας των �π��ων υπ
ρ��υν σε ειδικ� παρ
ρτημα
τ�υ �ι�λ��υ.

O ενδια�ερ�μεν�ς αναγν�στης μπ�ρε� να απ�κτ�σει τα αρ�ε�α
δεδ�μ�νων τ�υς απ� την ιστ�σελ�δα

(http://users.auth.gr/~tsantas)

Στ� δε�τερ� τ�μ� ���υν συγκεντρωθε� ασκ�σεις Δυναμικ��
Πρ�γραμματισμ�� κι Aκ�ραι�υ Πρ�γραμματισμ��, καθ�ς επ�σης
και ασκ�σεις απ� τη θεωρ�α των μη Γραμμικ�ν Mεθ�δων Bελτι-
στ�π��ησης, των Mαρκ��ιαν�ν Aλυσ�δων, τη θεωρ�α Oυρ�ν, τις
HμιMαρκ��ιαν�ς Aλυσ�δες, τη θεωρ�α Aναν�ωσης και τη θεωρ�α
των Mαρκ��ιαν�ν Διαδικασι�ν.

O συμ��λισμ�ς και η �ρ�λ�γ�α π�υ �ρησιμ�π�ιε�ται ε�ναι απ�
τα �ι�λ�α των Tσ
ντα και Bασιλε��υ (1996), Bασιλε��υ (1990,
1991, 1996).

£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË, ¢ÂÎ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2000 ¶. - X. B·ÛÈÏÂ›Ô˘
°. TÛ·ÎÏ›‰Ë˜
N. TÛ¿ÓÙ·˜
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1
Μια �ι
τε�ν�α παιγνιδι�ν διαθ�τει σε πανελλ�νια ��ση δ�
 δια�
ρε-
τικ� ε�δη νερ
π�στ
λων, τ
 Space Ray και τ
 Super X-Ray. Τα δ�

παιγν�δια, απ
δε��τηκαν ιδια�τερα δημ
�ιλ� μετα"� των παιδι�ν,
κυρ�ως για  παιγν�δια στη θ�λασσα, �στε να μην παρατηρε�ται κα-
ν�να απ
λ�τως πρ��λημα στην απ
ρρ
�ητικ�τητ� τ
υς απ� την
αγ
ρ�: �σα παιγν�δια κατασκευ�$
νται διατ�θενται αμ�σως. Και τα
δ�
 παιγν�δια γ�ν
νται απ
κλειστικ� απ� κ�π
ι
 ειδικ� με�γμα πλα-
στικ
� και πωλ
�νται σε συσκευασ�ες των 12. Στ
ν π�νακα π
υ ακ
-
λ
υθε� δ�ν
νται 
ι κατασκευαστικ�ς απαιτ�σεις των δ�
 πρ
ϊ�ντων
σε πρ�τες �λες:

Πρ�τες �λες

Πρ
ϊ�ν
Με�γμα Πλαστικ
�

(Kr αν� 12-�δα)
*ρ�ν
ς Παραγωγ�ς

(min αν� 12-�δα)

Space Ray 2 3

Super X-Ray 1 4

Σε ημερ�σια ��ση, η �ι
τε�ν�α μπ
ρε� να ��ει 1,200 Kr απ� τ
 πλαστι-
κ� με�γμα και 40 ανθρωπ
�ρες για την κατασκευαστικ� διαδικασ�α.
Τ
 τμ�μα πρ
�θησης πωλ�σεων της �ι
τε�ν�ας, στην πρ
σπ�θεια
δημι
υργ�ας συνε�
�ς $�τησης των δ�
 πρ
ϊ�ντων π
υ κ�νει, ��ει
επι��λλει δ�
 απλ
�ς καν�νες: (i) η συν
λικ� ημερ�σια παραγωγ�
τ
υς να μην "επερν� τις 800 12-�δες, (ii) η ημερ�σια παραγωγ� τ
υ
πι
 κερδ
��ρ
υ Space Ray να μην "επερν� τις 450 12-�δες εκε�νης
τ
υ Super X-Ray. Αν τ
 κ�ρδ
ς απ� την κ�θε 12-�δα Space Ray και
Super X-Ray αν�ρ�εται αντ�στ
ι�α στις 8 και 5 �ρηματικ�ς μ
ν�δες
υπ
δε�"τε �να π.γ.π. για την ε�ρεση της γραμμ�ς παραγωγ�ς η

π
�α μεγιστ
π
ιε� τα συν
λικ� ημερ�σια κ�ρδη.

ΛYΣH

ŒÛÙˆ fiÙÈ  x1, x2  Â›Ó·È (·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·) Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ 12-¿‰ˆÓ Space Ray
Î·È Super X-Ray Ô˘ Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÔÓÙ·È ÛÂ ÌÈ· ËÌ¤Ú·. ΔfiÙÂ, ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi Î¤Ú-
‰Ô˜ ÙË˜ ‚ÈÔÙÂ¯Ó›·˜ Ô˘ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÌÂÁÈÛÙÔÔÈËıÂ› ·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ

z = 8x1+5x2

(¯ÚËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜). √È ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ› ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙË
‰È·ıÂÛÈÌfiÙËÙ· ÙˆÓ ÚÒÙˆÓ ˘ÏÒÓ:
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2x1+ x2 £ 1200 (‰È·ı¤ÛÈÌË ÔÛfiÙËÙ· Ï·ÛÙÈÎÔ‡, ÛÂ Kr)

3x1+ 4x2 £ 2400 (‰È·ı¤ÛÈÌÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ ÁÈ· Î·Ù·ÛÎÂ˘‹, ÛÂ min)

ÙË Û˘ÓÔÏÈÎ‹ ·Ú·ÁˆÁ‹:

x1+ x2 £ 800

Î·È ÙËÓ ÈÛÔÚÚÔ›· Ë ÔÔ›· Ú¤ÂÈ Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ ÙˆÓ ·-
Ú·ÁfiÌÂÓˆÓ 12-¿‰ˆÓ ÙÔ˘ Î¿ıÂ ·ÈÁÓÈ‰ÈÔ‡:

  x1 £ x2 + 450 fi x1 – x2 £ 450

º˘ÛÈÎ¿ Â›Ó·È Î·È  x1, x2 ≥ 0.

∏ ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ·ÓˆÙ¤Úˆ .Á.. ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÔÏ‡ÁˆÓÔ ∞μ°¢∂
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1 2x1 + x2 ≤ 1200
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(Ô  ÂÚÈÔÚÈÛÌfi˜ Â›Ó·È ÏÂÔÓ¿˙ˆÓ) ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÔÈ ÎÔÚ˘Ê¤˜ ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓÂ˜ ∞(0, 0), μ(450, 0), °(550, 100), ¢(480, 240) Î·È ∂(0, 600). ÕÚÈÛÙË Ï‡ÛË
Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ¢. ∏ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ 480 12-¿‰ˆÓ Space Ray Î·È 240 12-¿‰ˆÓ
Super X-Ray Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ‰˘Ó·Ùfi ËÌÂÚ‹ÛÈÔ Î¤Ú‰Ô˜ ‡„Ô˘˜  5,040  ¯ÚË-
Ì·ÙÈÎÒÓ ÌÔÓ¿‰ˆÓ.

2
O Γι�ργ
ς, �νας πρωτ
ετ�ς �
ιτητ�ς τ
υ A.Π.Θ., πιστε�ει �τι δια-
σκ�δαση και δι��ασμα πρ�πει να πηγα�ν
υν μα$�. Για τ
 λ�γ
 αυτ�
πρ
σπαθε� να κατανε�μει �να �ρ�ν
 10 ωρ�ν την ημ�ρα αν�μεσ�
τ
υς. Aρ�ικ� εκτ�μησε �τι η διασκ�δαση τ
υ πρ
σ��ρει δ�
 �
ρ�ς
περισσ�τερη �αρ� απ� �τι τ
 δι��ασμα. Παρ�λα αυτ� επιθυμε� να
δια��$ει τ
υλ��ιστ
ν �ση �ρα διασκεδ�$ει. Στη συν��εια �ρ�κε �τι
για να κ�νει �λη τη δ
υλει� π
υ τ
υ αναθ�τ
υν δεν μπ
ρε� να δια-
σκεδ�$ει περισσ�τερ
 απ� 4 �ρες την ημ�ρα. Π�σες �ρες την ημ�ρα
πρ�πει να δια��$ει και π�σες να διασκεδ�$ει �στε να ��ει τη μ�γιστη
δυνατ� �αρ�;

ΛYΣH

A˜ Â›Ó·È

x1  Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ˆÚÒÓ Ô˘ ı· ‰È·ÛÎÂ‰¿˙ÂÈ Ô °ÈÒÚÁÔ˜,

x2  Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ˆÚÒÓ Ô˘ ı· ‰È·‚¿˙ÂÈ.

Œ¯Ô˘ÌÂ ÙfiÙÂ

�αρ� = 2x1+x2

ÔÛfiÙËÙ· Ô˘ ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· μεγιστ�π�ι
σ�υμε.
OÈ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ› ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ·ÊÔÚÔ‡Ó

ÙÔ ‰È·ı¤ÛÈÌÔ ËÌÂÚ‹ÛÈÔ ¯ÚfiÓÔ

x1+x2 ≤ 10

ÙËÓ ÂÈı˘Ì›· ÙÔ˘ °ÈÒÚÁÔ˘ Ó· ‰È·‚¿˙ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ fiÛË ÒÚ· ‰È·ÛÎÂ-
‰¿˙ÂÈ

x2–x1 ≥ 0

ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ ÁÈ· ‰È·ÛÎ¤‰·ÛË

x1 ≤ 4 .

EÂÈ‰‹ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ı· ÙÔ Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿:
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x2
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0

1

1 x1 + x2 � 10
x2 – x1 � 0

2x1 + x2 = 14
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H ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÔÏ‡ÁˆÓÔ  A(0, 0),  B(4, 4),  °(4, 6) Î·È
¢(0, 10). ÕÚÈÛÙË Ï‡ÛË Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô °. O °ÈÒÚÁÔ˜ ı· Ú¤ÂÈ ‰ËÏ·‰‹ Ó·
‰È·ÛÎÂ‰¿˙ÂÈ 4 ÒÚÂ˜ Î·È Ó· ‰È·‚¿˙ÂÈ  6  ÒÛÙÂ Ó· ¤¯ÂÈ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ‰˘Ó·Ù‹ Â˘¯·-
Ú›ÛÙËÛË 14  ÌÔÓ¿‰ˆÓ.

3
H WavesHellas ε�ναι μια εταιρε�α συναρμ
λ�γησης δ�
 δια�
ρετικ�ν
τ�πων �
�ρνων μικρ
κυμ�των. E" αυτ�ν, 
 πρ�τ
ς τ�π
ς α��νει
�να καθαρ� κ�ρδ
ς  20 �.μ. εν� 
 δε�τερ
ς  30 �.μ. H �λη κατασκευα-
στικ� διαδικασ�α μπ
ρε� �
ντρικ� να θεωρηθε� �τι απ
τελε�ται απ�
δ�
 στ�δια, της συναρμ
λ�γησης και τ
υ ελ�γ�
υ:

Συναρμ
λ�γηση /λεγ�
ς

T�π
ς A 4 1

T�π
ς B 3 2

H WavesHellas ε�ναι μια μικρ
� μεγ�θ
υς εταιρε�α: τ
 πρ
σωπικ� της
εταιρε�ας επαρκε� για την ε�δ
μαδια�α �παρ"η  240 ωρ�ν συναρμ
-
λ�γησης και  140  ωρ�ν ελ�γ�
υ. Aν τα συμ��λαια π
υ ��ει υπ
γρ�-
ψει η εταιρε�α την αναγκ�$
υν να παραδ�δει ε�δ
μαδια�α τ
υλ��ι-
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στ
ν  15  �
�ρν
υς τ�π
υ  A  υπ
δε�"τε �να π.γ.π. για την ε�ρεση της
γραμμ�ς παραγωγ�ς η 
π
�α θα μεγιστ
π
ι�σει τ
 κ�ρδ
ς.

ΛYΣH

OÚ›˙Ô˘ÌÂ Ó· Â›Ó·È  x1, x2  Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÊÔ‡ÚÓˆÓ Ù‡Ô˘  A  Î·È  B  Ô˘
ı· Û˘Ó·ÚÌÔÏÔÁËıÔ‡Ó ÛÂ Ì›· Â‚‰ÔÌ¿‰·. TfiÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi (Â‚‰ÔÌ·‰È·›Ô)
Î¤Ú‰Ô˜ ÙË˜ WavesHellas ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÈı˘ÌÔ‡ÌÂ Ó· ÌÂÁÈÛÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ·Ó¤Ú¯Â-
Ù·È ÛÂ:

z = 20x1+30x2

EÍ ·ÈÙ›·˜ ÙˆÓ ÂÚÈÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ‰È·ı¤ÛÈÌˆÓ ˆÚÒÓ ÁÈ· ÙË Û˘Ó·ÚÌÔÏfiÁËÛË
Î·È ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙˆÓ ‰‡Ô Ù‡ˆÓ ÊÔ‡ÚÓˆÓ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ (·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·):

4x1 + 3x2 £ 240

  x1 + 2x2 £ 140

H ··›ÙËÛË ÁÈ· ÙËÓ ·Ú¿‰ÔÛË ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  15  ÊÔ‡ÚÓˆÓ ÌÈÎÚÔÎ˘Ì¿ÙˆÓ
Ù‡Ô˘  A  ÙËÓ Â‚‰ÔÌ¿‰· ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ·:

x1 ≥ 15

T¤ÏÔ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÙË˜ ÌË-·ÚÓËÙÈÎfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏË-
ÙÒÓ  x1, x2  Ô˘ ÔÚ›Û·ÌÂ:

x1, x2 ≥ 0

TÔ Û¯‹Ì· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ‰›ÓÂÈ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜:

0 6015

(15, 60)

140

70

A B

1 4x1+3x2≤240
2   x1+2x2≤140
3   x1           ≥15

20x1+30x2=2100

80

x2

x1

°

3 1 2

F
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H ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  AB°  Î·È ¿ÚÈÛÙË Ï‡ÛË Â›Ó·È
ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  °(15, 60). H Û˘Ó·ÚÌÔÏfiÁËÛË  15  ÊÔ‡ÚÓˆÓ Ù‡Ô˘ A Î·È 60  Ù‡Ô˘
B ı· ‰ÒÛÂÈ (ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ‰˘Ó·ÙfiÓ) Â‚‰ÔÌ·‰È·›Ô Î¤Ú‰Ô˜ ›ÛÔ ÌÂ 2100 ¯.Ì. ¶·Ú·-
ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ Ô ÂÚÈÔÚÈÛÌfi˜ Ô˘ ·ÊÔÚ¿ ÙÈ˜ ‰È·ı¤ÛÈÌÂ˜ ÒÚÂ˜ ÁÈ· ¤ÏÂÁ¯Ô Â›Ó·È
ÏÂÔÓ¿˙ˆÓ.

H ÂÈÎfiÓ· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Á.. ÁÈ· ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi
ÛÙÔ ·Ú¿ı˘ÚÔ ÂÚÁ·Û›·˜ ÙÔ˘ LINDO. T·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ê·›ÓÂÙ·È Î·È Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘
fiˆ˜ ·˘Ù‹ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ÏÔÁÈÛÌÈÎfi.

 LP OPTIMUM FOUND AT STEP  2

 OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 2100.000

VARIABLE VALUE REDUCED COST
TYPE_A 15.000000 0.000000
TYPE_B 60.000000 0.000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
ASSEBLHR) 0.000000 10.000000
TESTHR) 5.000000 0.000000

A_DEMAND) 0.000000 -20.000000

 NO. ITERATIONS = 2

4
O διευθυντ�ς πωλ�σεων μιας �ι
μη�αν�ας γ�λακτ
ς πρ
σπαθε� να
πρ
σδι
ρ�σει τ
ν αριθμ� των τηλε
πτικ�ν σπ
τ και 
λ
σ�λιδων κα-
τα�ωρ�σεων σε περι
δικ� π
υ μπ
ρε� να "αγ
ρ�σει" με τ
ν πρ
ϋπ
-
λ
γισμ� των 100,000 �.μ. π
υ διαθ�τει. K�θε τηλε
πτικ� σπ
τ κ
στ�$ει
2,000 �.μ. κι αναμ�νεται να αυ"�σει τις πωλ�σεις στα καιν
�ργια τ�-
π
υ για
�ρτια της εταιρε�ας κατ�  30,000 κεσεδ�κια. Aπ� την �λλη
μερι�, μια 
λ
σ�λιδη δια�ημιστικ� κατα��ρηση σ’ �να περι
δικ� κ
-
στ�$ει 5,000 �.μ. εν� αναμ�νεται να αυ"�σει τις πωλ�σεις κατ�  100,000
κεσεδ�κια. H επικρατ
�σα �π
ψη στ
 τμ�μα τ
υ (την 
π
�α σκ��τε-
ται και να υι
θετ�σει) ε�ναι, �τι για λ�γ
υς ισ
ρρ
π�ας στην αγ
ρ�,
δεν πρ�πει να δαπαν�σει περισσ�τερ
 απ� 70,000 �.μ. στις δια�ημ�-
σεις π
υ θα δ�σει στα περι
δικ�, αλλ� 
�τε περισσ�τερ
 απ� 50,000
�.μ. στα τηλε
πτικ� σπ
τ. Aν τα αναμεν�μενα ακαθ�ριστα κ�ρδη
απ� τ
 κ�θε κεσεδ�κι για
υρτι
� π
υ θα πωληθε� λ�γω της δια�ημι-
στικ�ς καμπ�νιας υπ
λ
γ�$
νται σε 0.10 �.μ., υπ
δε�"τε �να π.γ.π. για
την ε�ρεση της καταν
μ�ς των δια�ημ�σεων στην τηλε�ραση και τα
περι
δικ� η 
π
�α θα μεγιστ
π
ι�σει τη συν
λικ� καθαρ� α�"ηση
των κερδ�ν της �ι
μη�αν�ας.
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ΛYΣH

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙË˜ ¿ÛÎËÛË˜, Ù· Î·ı·Ú¿ ·Ó·ÌÂÓfiÌÂÓ· Î¤Ú‰Ë
·Ó¿ Ù‡Ô ‰È·Ê‹ÌÈÛË˜ Ô˘ ı· ÂÈÏÂÁÂ› ÙÂÏÈÎ¿ ·Ó¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÂ:

0.10*(30,000) – 2,000 = 1,000 ¯.Ì. ·fi ÙÔ Î¿ıÂ ÙËÏÂÔÙÈÎfi ÛÔÙ
0.10*(100,000) – 5,000 = 5,000 ¯.Ì. ·fi ÙËÓ Î¿ıÂ ‰È·Ê‹ÌÈÛË ÛÂ ÂÚÈÔ‰ÈÎfi

OÚ›˙Ô˘ÌÂ Ó· Â›Ó·È  x1  Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÙËÏÂÔÙÈÎÒÓ ÛÔÙ Î·È  x2  Ô ·ÚÈı-
Ìfi˜ ÙˆÓ ‰È·ÊËÌÈÛÙÈÎÒÓ Î·Ù·¯ˆÚ‹ÛÂˆÓ ÛÂ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿. TfiÙÂ, Ë Û˘ÓÔÏÈÎ‹ Î·-
ı·Ú‹ ·‡ÍËÛË ÙˆÓ ÎÂÚ‰ÒÓ ÙË˜ ‚ÈÔÌË¯·Ó›·˜ Á¿Ï·ÎÙÔ˜ ÙËÓ ÔÔ›· Î·È ÂÈı˘-
ÌÔ‡ÌÂ Ó· ÌÂÁÈÛÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ

z = 1,000x1+5,000x2

™·Ó Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ˘ ÂÚÈÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘ ÚÔ¸ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ı· Ú¤ÂÈ

2,000x1+5,000x2 £ 100,000

ÂÓÒ, Ë ÂÈ‰ÈˆÎfiÌÂÓË Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÛÙ· ‰‡Ô ‰È·ÊËÌÈÛÙÈÎ¿ Ì¤Û· Ì·˜ ‰›ÓÂÈ
2,000x1 £ 50,000

5,000x2 £ 70,000

T¤ÏÔ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÙË˜ ÌË-·ÚÓËÙÈÎfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏË-
ÙÒÓ  x1, x2  Ô˘ ÔÚ›Û·ÌÂ:

x1, x2 ≥ 0

TÔ Û¯‹Ì· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ‰›ÓÂÈ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜:

x2

0 50

14

17

20

A

E ¢

(15, 14)

F

B

°

1 2,000x1+5,000x2 ≤ 100,000
2 2,000x1 ≤ 50,000
3 5,000x2 ≤ 70,000

x125

1

2

z=85,000

3
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H ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÔÏ‡ÁˆÓÔ A(0, 0), B(25, 0), °(25, 10),
¢(15, 14) Î·È E(0, 14). ÕÚÈÛÙË Ï‡ÛË Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ¢. 15 ÙËÏÂÔÙÈÎ¿ ÛÔÙ
Î·È  14  Î·Ù·¯ˆÚ‹ÛÂÈ˜ ÛÂ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿ ı· ‰ÒÛÔ˘Ó (ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ‰˘Ó·Ù‹) Î·ı·Ú‹
·‡ÍËÛË ÙˆÓ ÎÂÚ‰ÒÓ ‡„Ô˘˜ 85,000 ¯.Ì.

5
H εταιρε�α υπ
λ
γιστ�ν MICRO πρ
σπαθε� να πρ
γραμματ�σει τη
γραμμ� παραγωγ�ς για τ
υς επιτραπ�$ι
υς και �
ρητ
�ς πρ
σωπι-
κ
�ς υπ
λ
γιστ�ς π
υ θα διαθ�σει στην αγ
ρ� τη �ρ
νι� π
υ �ρ�ε-
ται. O επε"εργαστ�ς και των δ�
 μ
ντ�λων ε�ναι 
 PII-500 και 
 �ρ�-
ν
ς κατασκευ�ς για τ
 επιτραπ�$ι
 μ
ντ�λ
 αν�ρ�εται στην 1.5 �ρα
εν� για τ
 �
ρητ� στις 3 �ρες. Για τη συν
λικ� παραγωγ� η εταιρε�α
ε�ναι �τ
ιμη να διαθ�σει  3400  επε"εργαστ�ς και  6000 �ρες εργασ�ας,
εν� 
ι πωλητ�ς της απαιτ
�ν τ
υλ��ιστ
ν τ
  25% της συν
λικ�ς πα-
ραγωγ�ς να ε�ναι �
ρητ
� υπ
λ
γιστ�ς. Aν τ
 κ�ρδ
ς απ� κ�θε επι-
τραπ�$ι
υ υπ
λ
γιστ� αν�ρ�εται στις 50,000 �ρηματικ�ς μ
ν�δες και
απ� κ�θε �
ρητ� στις 75,000 υπ
δε�"τε �να π.γ.π. για την ε�ρεση της
γραμμ�ς παραγωγ�ς η 
π
�α θα μεγιστ
π
ι�σει τ
 συν
λικ� κ�ρδ
ς
της MICRO.

ΛYΣH

A˜ Â›Ó·È x1 Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÂÈÙÚ·¤˙ÈˆÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÒÓ Ô˘ ı· Î·Ù·ÛÎÂ˘·-
ÛÙÔ‡Ó Î·È  x2  Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÊÔÚËÙÒÓ.

AÊÔ‡ ÔÈ  x2  ˘ÔÏÔÁÈÛÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÙÔ  25%  ÙË˜ Û˘ÓÔ-

ÏÈÎ‹˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ı· ÈÛ¯‡ÂÈ:

x2 ≥ 0.25  (Û˘ÓÔÏÈÎ‹ ·Ú·ÁˆÁ‹) fi  x2 ≥ 0.25(x1+x2)

fi  –0.25x1+0.75x2 ≥ 0

ÎÈ ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ¿ Ì·˜ ·ÊÔÚ¿ ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘

max   z = (50000x1+75000x2)

ÌÂ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

x1 + x2 ≤ 3400 (ÂÂÍÂÚÁ·ÛÙ¤˜)

1.5x1 + 3x2 ≤ 6000 (¯ÚfiÓÔ˜ ÂÚÁ·Û›·˜)

–0.25x1 + 0.75x2 ≥       0 (% ··›ÙËÛË)

x1, x2 ≥ 0
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H ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹  F  Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› (o ÂÚÈÔÚÈÛÌfi˜
① Â›Ó·È ÏÂÔÓ¿˙ˆÓ) ·fi ÙÔ ÔÔ›Ô ÌÔÚÔ‡ÌÂ Â‡ÎÔÏ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Î·È ÙËÓ ¿ÚÈ-
ÛÙË Ï‡ÛË  x1 = 2400,  x2 = 800  Ë ÔÔ›· ‰›ÓÂÈ Î¤Ú‰Ô˜  180,000,000 ¯ÚËÌ·ÙÈ-

ÎÒÓ ÌÔÓ¿‰ˆÓ.

F
(2400, 800)

�ριστη λ�ση

x2

x10

1000

2000

3000

1000 2000 3000 4000

1  x1 + x2 ≤ 3400
2  1.5x1 + 3x2 ≤ 6000
3  –0.25x1 + 0.75x2 ≥ 0

1

3

2

6
Σ’ �να "υλ
υργε�
 υπ�ρ�
υν δ�
 μη�αν�ματα: �να τρυπ�νι και μια
πλ�νη. T
 "υλ
υργε�
 κατασκευ�$ει σε μ�νιμη ��ση δ�
 πρ
ϊ�ντα A
και B,  κ�θε κ
μμ�τι των 
π
�ων απαιτε� �ρ�ν
 επε"εργασ�ας (σε λε-
πτ�) 
 
π
�
ς δ�νεται στ
ν πι
 κ�τω π�νακα

Mη��νημα
Πρ
ϊ�ν Tρυπ�νι Πλ�νη

A 3 4

B 5 3

O "υλ
υργ�ς δεν επιθυμε� καν�να απ� τα δ�
 ε�δη μη�ανημ�των να
δ
υλε�ει περισσ�τερ
 απ� 30 λεπτ� την ημ�ρα απ� τ
 �λλ
, αλλ� 
�-
τε και 
 �δι
ς περισσ�τερ
 απ� 
κτ� �ρες. Aν τ
 κ�ρδ
ς τ
υ αν�ρ�ε-
ται σε 250 δρ�. απ� τ
 πρ
ϊ�ν A και σε 180 δρ�. απ� τ
 B, υπ
δε�"τε
�να π.γ.π. για την ε�ρεση τ
υ αριθμ
� των πρ
ϊ�ντων π
υ πρ�πει να
κατασκευ�$ει ημερησ�ως �στε να μεγιστ
π
ιε� τ
 κ�ρδ
ς τ
υ.
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ΛYΣH

ŒÛÙˆ fiÙÈ Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÔÓÙ·È  x1  ÎÔÌÌ¿ÙÈ· ÙÔ˘ ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ A Î·È x2  ÙÔ˘  B.
TfiÙÂ ÙÔ ÙÚ˘¿ÓÈ ‰Ô‡ÏÂ„Â  3x1+5x2  ÏÂÙ¿, ÂÓÒ Ë Ï¿ÓË  4x1+3x2.

AÊÔ‡ Ô Í˘ÏÔ˘ÚÁfi˜ ‰Â ı¤ÏÂÈ Ó· ‰Ô˘ÏÂ‡ÂÈ ¿Óˆ ·fi 8 ÒÚÂ˜  (= 8¥60 = 480
ÏÂÙ¿), ı· Ú¤ÂÈ  (3x1+5x2)+(4x1+3x2) ≤ 480  ‹ ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·

7x1+8x2 ≤ 480

MÈ· Î·È Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ ÏÂÈÙÔ˘ÚÁ›·˜ ÙÚ˘·ÓÈÔ‡ - Ï¿ÓË˜ ‰ÂÓ Ú¤-
ÂÈ Ó· ÍÂÂÚÓ¿ Ù· 30 ÏÂÙ¿, ı· Â›Ó·È

|(4x1+3x2)–(3x1+5x2)| ≤ 30

‰ËÏ. |x1–2x2| ≤ 30

EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·ÊÔÚ¿ ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘

max   (250x1+180x2)
fiÙ·Ó

7x1+8x2 ≤ 480
x1–2x2 ≤ 30

–x1+2x2 ≤ 30
x1, x2 ≥ 0

ÕÚÈÛÙË Ï‡ÛË ÁÈ· ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi Â›Ó·È Ë  x1 = 54.54546,  x2 = 12.27273
Ô˘ Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ËÌÂÚ‹ÛÈÔ Î¤Ú‰Ô˜ ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙˆÓ  15845.45 ‰Ú¯.

7
Βι
τε�ν�α λευκ�ν ηλεκτρικ�ν συσκευ�ν, ��ει αναλ��ει υπερεργ
λα-
�ικ�, για λ
γαριασμ� γνωστ�ς εταιρε�α της αγ
ρ�ς, την κατασκευ�
πλυντηρ�ων ρ
��ων και πι�των. Για τ
 σκ
π� αυτ�, η �ι
τε�ν�α δη-
μι
�ργησε τ�σσερα δια�
ρετικ� τμ�ματα: (1) συναρμ
λ�γησης, (2)
τελικ�ς επε"εργασ�ας –π
υ �ρησιμ
π
ι
�νται και απ� τα δ�
 πρ
ϊ�-
ντα–, (3) κατασκευ�ς τ
υ μ
τ�ρ και λ
ιπ�ν μη�ανικ�ν/ηλεκτρ
νικ�ν
μερ�ν τ
υ πλυντηρ�
υ ρ
��ων, (4) κατασκευ�ς τ
υ μ
τ�ρ και λ
ιπ�ν
μη�ανικ�ν/ηλεκτρ
νικ�ν μερ�ν τ
υ πλυντηρ�
υ πι�των. Αν 
ι ε�δ
-
μαδια�ες κατασκευαστικ�ς δυνατ�τητες τ
υ κ�θε τμ�ματ
ς �τ�ν
υν
για την κατασκευ�

Πρ
ϊ�ν

Τμ�ματα επε"εργασ�ας Πλυντ�ρι

Ρ
��ων

Πλυντ�ρι

Πι�των

Κατασκευ� των μερ�ν τ
υ πλυντ. ρ
��ων 2,000

Κατασκευ� των μερ�ν τ
υ πλυντ. πι�των 1,500

Συναρμ
λ�γηση 3,500 2,500

Τελικ� επε"εργασ�α (�ιν�ρισμα) 1,500 3,500
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συσκευ�ν (για παρ�δειγμα, αν τ
 τμ�μα συναρμ
λ�γησης συναρμ
-
λ
γ
�σε μ�ν
 πλυντ�ρια ρ
��ων, τ�τε θα συναρμ
λ
γ
�σε 3,500 συ-
σκευ�ς, κ
κ) και τ
 κ�ρδ
ς της εταιρε�ας ε�ναι 250 �ρηματικ�ς μ
ν�-
δες απ� �να πλυντ�ρι
 ρ
��ων και 375 απ� �να πλυντ�ρι
 πι�των,
υπ
δε�"τε �να π.γ.π. για την ε�ρεση της γραμμ�ς παραγωγ�ς π
υ
α��νει στη �ι
τε�ν�α τα περισσ�τερα κ�ρδη.

ΛYΣH

∞˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Â‚‰ÔÌ·‰È·›· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÔÓÙ·È x1, x2  Ï˘ÓÙ‹ÚÈ· ÚÔ‡-
¯ˆÓ Î·È È¿ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ΔfiÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi Î¤Ú‰Ô˜ ÙË˜ ‚ÈÔÙÂ¯Ó›·˜ Ô˘
Ú¤ÂÈ ‚¤‚·È· Ó· ÌÂÁÈÛÙÔÔÈËıÂ› ·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ

275x1+375x2

¯ÚËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜. √È ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ› ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Ú¤ÂÈ Ó· ·ÓÙÈÎ·-
ÙÔÙÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜ ‰˘Ó·ÙfiÙËÙÂ˜ ÂÂÍÂÚÁ·Û›·˜ Ô˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÙÔ Î·ı¤Ó· ·fi Ù·
Ù¤ÛÛÂÚ· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙÔ˘
ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜

ÙÔ ÙÌ‹Ì· Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ÙˆÓ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ/ËÏÂÎÙÚÔÓÈÎÒÓ ÌÂÚÒÓ ÁÈ· Ù· Ï˘-
ÓÙ‹ÚÈ· ÚÔ‡¯ˆÓ Â·ÚÎÂ› ÙËÓ Â‚‰ÔÌ¿‰· ÁÈ· 2,000 Û˘ÛÎÂ˘¤˜:

x1 £ 2,000

ÙÔ ÙÌ‹Ì· Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ÙˆÓ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ/ËÏÂÎÙÚÔÓÈÎÒÓ ÌÂÚÒÓ ÁÈ· Ù· Ï˘-
ÓÙ‹ÚÈ· È¿ÙˆÓ Â·ÚÎÂ› ÙËÓ Â‚‰ÔÌ¿‰· ÁÈ· 1,500 Û˘ÛÎÂ˘¤˜:

x2 £ 1,500

·ÊÔ‡ ÛÂ ÌÈ· Â‚‰ÔÌ¿‰· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Û˘Ó·ÚÌÔÏÔÁËıÔ‡Ó 3,500 Ï˘ÓÙ‹ÚÈ·

ÚÔ‡¯ˆÓ, ÁÈ· Ù·  x1  Ô˘ ı· Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÔ‡Ó ··ÈÙÂ›Ù·È ÙÔ 
x1

3500
  ÙË˜

Â‚‰ÔÌ¿‰·˜. ŸÌÔÈ· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ ··ÈÙÂ›Ù·È ÙÔ 
x2

2500
 ÙË˜ Â‚‰ÔÌ¿‰·˜ ÁÈ·

ÙË Û˘Ó·ÚÌÔÏfiÁËÛË ÙˆÓ  x2  Ï˘ÓÙËÚ›ˆÓ È¿ÙˆÓ:

x1

3500
  + 

x2

2500
 ≤ 1  fi  10x1+14x2 ≤ 35000

·Ó¿ÏÔÁ· ÁÈ· ÙÔ ÙÌ‹Ì· ÙÔ˘ ÊÈÓÈÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÛÎÂ˘ÒÓ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ ı·
Ú¤ÂÈ:

x1

1500
  + 

x2

3500
 ≤ 1  fi  7x1+3x2 ≤  10500

∂›Ó·È ·ÎfiÌË x1, x2 ≥ 0.
∏ ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ·ÓˆÙ¤Úˆ .Á.. ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÔÏ‡ÁˆÓÔ

∞μ°¢  (ÔÈ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ›  Î·È  Â›Ó·È ÏÂÔÓ¿˙ÔÓÙÂ˜) ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÔÈ ÎÔÚ˘Ê¤˜
¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜  ∞(0, 0), μ(1500, 0), °(857.143, 1500) Î·È ¢(0, 1500).
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ÕÚÈÛÙË Ï‡ÛË Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  °.  ∏ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ 857.143 Ï˘ÓÙËÚ›ˆÓ ÚÔ‡¯ˆÓ
Î·È 1500 Ï˘ÓÙËÚ›ˆÓ È¿ÙˆÓ Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ‰˘Ó·Ùfi Â‚‰ÔÌ·‰È·›Ô Î¤Ú‰Ô˜
›ÛÔ ÂÚ›Ô˘ ÌÂ 776,786  ¯ÚËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜.

x2

¢ °

A B

x115000

1500

2500

3500

2000 3500

4

1

3

2

z = 776785.8

F

1 10x1 + 14x2 ≤ 35000
2 7x1 +  3x2 ≤ 10500
3  x1 ≤ 2000
A  x2 ≤ 1500

8
/να π
λυ-κατ�στημα παιδικ�ν παιγνιδι�ν πρ
σπαθε� να τ
π
θετ�-
σει στην μ�κ
υς 50 m �ιτρ�να τ
υ, π
δ�λατα για μεγ�λα (με δ�
 ρ�-
δες) και μικρ� παιδι� (με τ�σσερις ρ�δες). Κατ� τ
 διακ
σμητ� τ
υ
καταστ�ματ
ς θα πρ�πει στη �ιτρ�να να παρ
υσι�$
νται τ
υλ��ι-
στ
ν 8 μεγ�λα και τ
υλ��ιστ
ν 10 μικρ� π
δ�λατα. Κ�θε μεγ�λ

π
δ�λατ
 π
υ τ
π
θετε�ται εκε� δεσμε�ει ��ρ
 2.5 m κι εκτιμ�ται �τι
��ει πιθαν�τητα π�λησης τη συγκεκριμ�νη ημ�ρα �κθεσ�ς τ
υ 0.12.
Τ
 κ�ρδ
ς π
υ α��νει στ
 κατ�στημα μια τ�τ
ια π�ληση αν�ρ�εται
σε 80 �ρηματικ�ς μ
ν�δες. Αν�λ
γα, κ�θε μικρ� π
δ�λατ
 δεσμε�ει
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��ρ
 1.5 m, απ
κτ� πιθαν�τητα π�λησης  0.10, κι α��νει κ�ρδ
ς 40
�.μ. Βρε�τε τ
ν αριθμ� των μεγ�λων και μικρ�ν π
δηλ�των π
υ θα
πρ�πει να τ
π
θετηθ
�ν στη �ιτρ�να τ
υ καταστ�ματ
ς μια τυ�α�α
ημ�ρα σε τρ�π
 �στε:

1. να μεγιστ
π
ι
�νται τα συν
λικ� αναμεν�μενα κ�ρδη.

2. να μεγιστ
π
ιε�ται 
 συν
λικ�ς αναμεν�μεν
ς αριθμ�ς πωλ�-
σε�ν τ
υς.

3. να ελα�ιστ
π
ιε�ται 
 συν
λικ�ς τ
υς αριθμ�ς.

ΛYΣH

∞˜ Â›Ó·È  x1  Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÌÂÁ¿ÏˆÓ (ÌÂ ‰‡Ô Úfi‰Â˜) Î·È  x2   Ô ·ÚÈıÌfi˜
ÙˆÓ ÌÈÎÚÒÓ (ÌÂ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ Úfi‰Â˜) Ô‰ËÏ¿ÙˆÓ Ô˘ ı· ÙÔÔıÂÙËıÔ‡Ó ÛÙË ‚È-
ÙÚ›Ó· ÙÔ˘ Î·Ù·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÙËÓ fiÔÈ· Ù˘¯·›· ËÌ¤Ú·. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó·
Ô˘ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÙÔÔıÂÙËıÔ‡Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 8 ÌÂÁ¿Ï· Ô‰‹Ï·Ù·:

x1 ≥ 8

ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÙÔÔıÂÙËıÔ‡Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 10 ÌÈÎÚ¿ Ô‰‹Ï·Ù·:

x2 ≥ 10

Î¿ıÂ ÌÂÁ¿ÏÔ Ô‰‹Ï·ÙÔ ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È 2.5 m, Î¿ıÂ ÌÈÎÚfi 1.5 m, ÂÓÒ ÔÏfi-
ÎÏËÚË Ë ‚ÈÙÚ›Ó· ¤¯ÂÈ Ì‹ÎÔ˜ 50 m:

2.5x1+1.5x2 £ 50

Î·È ‚¤‚·È·:

x1, x2 ≥ 0

1. Δ· Û˘ÓÔÏÈÎ¿ ·Ó·ÌÂÓfiÌÂÓ· ËÌÂÚ‹ÛÈ· Î¤Ú‰Ë ·fi ÙËÓ ¤ÎıÂÛË ÙˆÓ x1 ÌÂÁ¿-
ÏˆÓ Î·È x2 ÌÈÎÚÒÓ Ô‰ËÏ¿ÙˆÓ ·Ó¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÂ 80¥(0.12x1) + 40¥(0.10x2)
¯ÚËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜. ™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Á.. ÁÈ· ÙÔ Úfi‚ÏËÌ¿ Ì·˜
ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Â›Ó·È ÙÔ

maximize  z = 9.6x1+4x2

Î¿Ùˆ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

x1 ≥ 8

x2 ≥ 10

2.5x1 + 1.5x2 ≤ 50

x1, x2 ≥ 0

μ¤ÏÙÈÛÙË Ï‡ÛË ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi Â›Ó·È Ë  x1=14,  x2=10,  z=174.4.
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2. √ Û˘ÓÔÏÈÎfi˜ ·Ó·ÌÂÓfiÌÂÓÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ˆÏ‹ÛÂˆÓ ÌÂÁ¿ÏˆÓ Î·È ÌÈÎÚÒÓ Ô-
‰ËÏ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ 0.12x1+0.10x2, ÔfiÙÂ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Á.. ÁÈ· ÙÔ Úfi-
‚ÏËÌ¿ Ì·˜ Â›Ó·È ÙÔ

maximize  z = 0.12x1+0.10x2

Î¿Ùˆ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

x1 ≥ 8

x2 ≥ 10

2.5x1 + 1.5x2 ≤ 50

x1, x2 ≥ 0

ÎÈ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ‚¤ÏÙÈÛÙË ÙË Ï‡ÛË  x1=8,  x2=20,  z=2.96.

x2

x1

F

1 x1 ≥ 8
2 x2 ≥ 10
3 2.5x1 + 1.5x2 ≤ 50

8

10

18

18 20

1

2

3

0.12x1 + 0.10x2 = 2.96

9x
1 +

4x
2  =

 174.4

x
1 +

x
2  =

 18
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3. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ·

minimize  z = x1+x2

Î¿Ùˆ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

x1 ≥ 8

x2 ≥ 10

2.5x1 + 1.5x2 ≤ 50

x1, x2 ≥ 0

Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ‚¤ÏÙÈÛÙË Ï‡ÛË ÙË  x1=8,  x2=10,  z=18.

9
F Ν�κ
ς Τσ�ντας, πλασι� τ
υ σκευ�σματ
ς τρ
��ς για αγελ�δες
«Moo Buffet», επισκ�πτεται τ
ν Παναγι�τη Βασιλε�
υ επιτυ�ημ�ν

παραγωγ� γ�λακτ
ς, π
υ ��ει στην κατ
�� τ
υ �να κ
π�δι 1000
αγελ�δων. Μ�ρ
ς της επιτυ��ας τ
υ Βασιλε�
υ 
�ε�λεται και στην
αυστηρ� δ�αιτα την 
π
�α ακ
λ
υθ
�ν 
ι αγελ�δες τ
υ. Ειδικ�τερα,
κ�θε αγελ�δα λαμ��νει ημερ�σια τ
υλ��ιστ
ν 100 μ
ν�δες ασ��-
στι
, 20,000 θερμ�δες και 1,500 μ
ν�δες πρωτεJνης. Για τ
 σκ
π� αυτ�

 Βασιλε�
υ �ρησιμ
π
ιε� τ
 σκε�ασμα τρ
��ς «Cow Feed», 1 Kr τ
υ

π
�
υ κ
στ�$ει 0.015 �ρηματικ�ς μ
ν�δες και παρ��ει 1 μ
ν�δα
ασ�εστ�
υ, 400 θερμ�δες και 20 μ
ν�δες πρωτεJνης. Σε αντιδιαστ
λ�,
1 Kr «Moo Buffet» θα κ
στ�σει στ
ν Βασιλε�
υ 0.020 �ρηματικ�ς μ
-
ν�δες παρ��
ντας 2 μ
ν�δες ασ�εστ�
υ, 250 θερμ�δες και 20 μ
ν�δες
πρωτεJνης.

1. Σε π
ι
 π
σ� αν�ρ�
νται τα τρ��
ντα (: με τ
 σκε�ασμα «Cow
Feed») ημερ�σια �"
δα τρ
��ς  για μια αγελ�δα τ
υ κ
παδι
�
Βασιλε�
υ;

2. Για π
ι
 λ�γ
 
 Τσ�ντας δεν κατ��ερε να πε�σει τ
ν Βασιλε�
υ
να αντικαταστ�σει τ
 σκε�ασμα «Cow Feed» με τ
 «M o o
Buffet»;

3. F Τσ�ντας, ως π
λυμ��αν
ς πλασι� π
υ ε�ναι, �ταν κατ�λα�ε
�τι απ�τυ�ε στη �ασικ� τ
υ επιδ�ω"η, πρ�τεινε ως εναλλακτικ�
λ�ση �να με�γμα των δ�
 σκευασμ�των «Cow Feed» και «Moo
Buffet» τ
 
π
�
 με �αμηλ�τερ
 κ�στ
ς ικαν
π
ιε� τις αν�γκες
της δ�αιτας. Π
ι
 ε�ναι αυτ�;

4. Π�σα �ρ�ματα ε"
ικ
ν
με� ημερ�σια 
 Βασιλε�
υ ταJ$
ντας τ

κ
π�δι των 1000 αγελ�δων τ
υ με τ
 πρ
τειν�μεν
 με�γμα;
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ΛYΣH

1. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙË˜ ¿ÛÎËÛË˜, 1 Kr ÙÔ˘ ÛÎÂ˘¿ÛÌ·ÙÔ˜ «Cow
Feed» ·Ú¤¯ÂÈ 1 ÌÔÓ¿‰· ·Û‚ÂÛÙ›Ô˘, 400 ıÂÚÌ›‰Â˜ Î·È 20 ÌÔÓ¿‰Â˜ Úˆ-
ÙÂ˝ÓË˜. ™˘ÓÂÒ˜, Î¿ıÂ ·ÁÂÏ¿‰· ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 100/1 = 100 Kr
ÙÚÔÊ‹˜ ÁÈ· Ó· ÂÍ·ÛÊ·Ï›ÛÂÈ ÙÈ˜ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‰›·ÈÙ¿˜ ÙË˜ ÛÂ ·Û‚¤ÛÙÈÔ,
ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  20000/400 = 50 Kr  ÁÈ· Ó· ÂÍ·ÛÊ·Ï›ÛÂÈ ÙÈ˜ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÛÂ
ıÂÚÌ›‰Â˜ Î·È ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  1500/20 = 75 Kr ÁÈ· Ó· ÂÍ·ÛÊ·Ï›ÛÂÈ ÙÈ˜ ··È-
Ù‹ÛÂÈ˜ ÛÂ ÚˆÙÂ˝ÓÂ˜. ∞·ÈÙÔ‡ÓÙ·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 100 Kr ÙÔ˘
ÛÎÂ˘¿ÛÌ·ÙÔ˜ «Cow Feed» ÌÂ ÎfiÛÙÔ˜ 100¥0.015 = 1.50 ¯ÚËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÔ-
Ó¿‰ˆÓ ÁÈ· ÙË ‰È·ÙÚÔÊ‹ ÙË˜ Î¿ıÂ ·ÁÂÏ¿‰·˜ ÙÔ˘ ÎÔ·‰ÈÔ‡.

2. ∞Ó¿ÏÔÁ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ··ÈÙÔ‡ÓÙ·È 80 Kr ÙÔ˘ ÛÎÂ˘¿ÛÌ·ÙÔ˜ «Moo
Buffet» ÁÈ· Ó· ÂÍ·ÛÊ·ÏÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‰›·ÈÙ·˜ Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ›-
Ù·È. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ¤¯Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÎfiÛÙÔ˜ 1.60 ¯ÚËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÔÓ¿‰ˆÓ
·Ó¿ ·ÁÂÏ¿‰·, Ô˘ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÎÈ ¿Ú· ·Û‡Ì-
ÊÔÚÔ.

3. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  x1, x2  ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· (Kr) Ô˘ ı· ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔ ÌÂ›ÁÌ·
·fi Ù· ‰‡Ô ÛÎÂ˘¿ÛÌ·Ù· ÙÚÔÊ‹˜  «Cow Feed» Î·È «Moo Buffet» ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯·. ΔfiÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÎfiÛÙÔ˜ ÁÈ· ÙË ‰È·ÙÚÔÊ‹ ÙË˜ Î¿ıÂ ·ÁÂÏ¿‰·˜, ÙÔ
ÔÔ›Ô ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÏ·¯ÈÛÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ, ·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ

0.015x1 + 0.020x2

A

B

°

¢

0

50

75

80

50 75 100

1 x1 +      2x2 ≥ 100
2 400x1 + 250x2 ≥ 20,000
3 20x1 +    20x2 ≥ 1,500

1

2

3

x2

x1

z = 1.25
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μ¤‚·È·, ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÍ·ÛÊ·Ï›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‰›·ÈÙ·˜ ÛÂ
·Û‚¤ÛÙÈÔ, ıÂÚÌ›‰Â˜ Î·È ÚˆÙÂ˝ÓÂ˜:

x1+ 2x2 ≥ 100 (··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÛÂ ·Û‚¤ÛÙÈÔ)

400x1+ 250x2 ≥ 20,000 (··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÛÂ ıÂÚÌ›‰Â˜)

20x1+ 20x2 ≥ 1500 (··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÛÂ ÚˆÙÂ˝ÓÂ˜)

ÂÓÒ Â›Ó·È Î·È  x1, x2 ≥ 0.
∏ ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ·ÓˆÙ¤Úˆ .Á.. ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  ∞(100, 0),
μ(50, 25), °(8.333, 66.667), ¢(0, 80)  Î·È ÙÔ˘˜ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ËÌÈ¿ÍÔÓÂ˜, Â›Ó·È
‰Â ÌË ÊÚ·ÁÌ¤ÓË. ÕÚÈÛÙË Ï‡ÛË Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  μ. ∏ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›· ÂÓfi˜ ÌÂ›-
ÁÌ·ÙÔ˜ ÙÚÔÊ‹˜ ·fi 50 Kr «Cow Feed» Î·È 25 Kr «Moo Buffet» ÂÍ·ÛÊ·-
Ï›˙ÂÈ ÙÈ˜ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‰›·ÈÙ·˜ ÌÂ ÎfiÛÙÔ˜ ÌfiÏÈ˜ 1.25 ¯ÚËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÔÓ¿-
‰ˆÓ.

4. ∏ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛÎÂ˘¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÙÚÔÊ‹˜ «Cow Feed» ·fi ÙÔ ·Ú·-
¿Óˆ ÌÂ›ÁÌ· Ô‰ËÁÂ› ÙÔÓ μ·ÛÈÏÂ›Ô˘ Û’ ¤Ó· ËÌÂÚ‹ÛÈÔ Î¤Ú‰Ô˜ ÁÈ· ÔÏfiÎÏËÚÔ
ÙÔ ÎÔ¿‰È ÙÔ˘ ‡„Ô˘˜  1000¥(1.50–1.25) = 250 ¯ÚËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÔÓ¿‰ˆÓ.

10
Εταιρε�α πρ
μηθε�εται απ� δ�
 δια�
ρετικ�ς πηγ�ς 
ρυκτ�, τα

π
�α στη συν��εια επε"εργ�$εται με σκ
π� τη δημι
υργ�α δια��-
ρων μεταλλευμ�των. Fι τρ��
υσες αν�γκες της αν�ρ�
νται σε 800 Kr
�αλκ
�, 600 Kr ψευδ�ργυρ
υ και 500 Kr σιδ�ρ
υ. Η π
σ�τητα π
υ
τ
 καθ�να μετ�λλευμα υπ�ρ�ει αν� 100 Kr 
ρυκτ
� μα$� με τ
 κ�-
στ
ς αγ
ρ�ς τ
υ δ�ν
νται στ
ν πι
 κ�τω π�νακα:

Fρυκτ�
(100 Kr)

*αλκ�ς
(Kr)

Ψευδ�ργυρ
ς
(Kr)

Σ�δηρ
ς
(Kr)

Απ�λειες
(Kr)

Κ�στ
ς
(�.μ.)

Α 20 20 20 40 100

Β 40 25 10 25 140

1. Πρ
σδι
ρ�στε τις π
σ�τητες π
υ πρ�πει να αγ
ραστ
�ν απ�
τ
 κ�θε 
ρυκτ� σε τρ�π
 �στε να ικαν
π
ι
�νται 
ι αν�γκες
της εταιρε�ας με τ
 μικρ�τερ
 δυνατ� κ�στ
ς.

2. Υπ
θ�στε επιπλ�
ν �τι η συν
λικ� απ�λεια δεν πρ�πει να "ε-
περν� τα 1000 Kr. Δ�στε τ
 ν�
 (;) ��λτιστ
 σ��δι
 αγ
ρ�ς.

ΛYΣH

1. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  x1, x2  ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· (100 Kr) ÙÔ˘ ÔÚ˘ÎÙÔ‡ ∞, μ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯· Ô˘ ÚÔÌËıÂ‡ÂÙ·È Ë ÂÙ·ÈÚÂ›·. ΔÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÎfiÛÙÔ˜ ÙfiÙÂ ·ÁÔÚ¿˜ ÙÔ
ÔÔ›Ô ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÏ·¯ÈÛÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ
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100x1 + 140x2

¯ÚËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜. √È ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ› ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ·ÊÔÚÔ‡Ó ÙÈ˜ ˙Ë-
ÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÔÛfiÙËÙÂ˜ ¯·ÏÎÔ‡, „Â˘‰·ÚÁ‡ÚÔ˘ Î·È ÛÈ‰‹ÚÔ˘:

20x1+ 40x2 ≥ 800 (˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÔÛfiÙËÙ· ¯·ÏÎÔ‡)

20x1+ 25x2 ≥ 600 (˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÔÛfiÙËÙ· „Â˘‰·ÚÁ‡ÚÔ˘)

20x1+ 10x2 ≥ 500 (˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÔÛfiÙËÙ· ÛÈ‰‹ÚÔ˘)

∂ÈÏ¤ÔÓ,  x1, x2 ≥ 0.

x2

x1300

24

50

20

40

B

A

°

3

12

z = 3400

1 20x1 + 40x2 ≥ 800
2 20x1 + 25x2 ≥ 600
3 20x1 + 10x2 ≥ 500

∏ ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ·ÓˆÙ¤Úˆ .Á.. ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  ∞(40, 0),
μ(20, 10), °(0, 50) Î·È ÙÔ˘˜ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ËÌÈ¿ÍÔÓÂ˜, Â›Ó·È ‰Â ÌË ÊÚ·ÁÌ¤ÓË
ÂÓÒ Ô ÂÚÈÔÚÈÛÌfi˜  Â›Ó·È ÏÂÔÓ¿˙ˆÓ. ÕÚÈÛÙË Ï‡ÛË Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô μ. ∏
·ÁÔÚ¿ 2,000 Kr ÙÔ˘ ÔÚ˘ÎÙÔ‡ ∞ Î·È 1,000 Kr ÙÔ˘ ÔÚ˘ÎÙÔ‡ ∞ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ
ÙÈ˜ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚÂ›·˜ ÌÂ ÎfiÛÙÔ˜ 3400 ¯ÚËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÔÓ¿‰ˆÓ.
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2. ∏ ÚÔÛı‹ÎË ÙÔ˘ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡  «40x1+25x2 £ 1000»  ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ·, Î·ıÈ-
ÛÙ¿ ÙËÓ ÂÊÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ,  F=Δ.  TÔ Ó¤Ô .Á.. ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ
ÂÊÈÎÙ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ (·‰‡Ó·ÙÔ .Á..).

x2

x130250

24

50

40

20

40

3

1
2

4

1 20x1 + 40x2 ≥ 800
2 20x1 + 25x2 ≥ 600
3 20x1 + 10x2 ≥ 500

4 40x1 + 25x2 ≤ 1000

11
Nα �ρεθε� γρα�ικ� η ε�ικτ� περι
�� των πι
 κ�τω π.γ.π.:

i) x + y £ 5 ii) 4x + y ≥ 8 iii) 2x + 5y + 5z ≤ 20
2x + y £ 8 3x + 2y ≥ 6 4x + 2y + z ≤ 8

x, y ≥ 0 x, y ≥ 0 x, y, z ≥ 0

iv) –x + y £ 2 v) x + y ≥ 3 vi) 6x + 4y + 9z ≤ 36
2x + y £ 4 –3x + 2y £ 6 2x + 5y + 4z ≤ 20

x, y ≥ 0 x, y ≥ 0 x, y, z ≥ 0
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ΛYΣH

i)

y

x

2

42

4

6

8

6

1   x+y ≤ 5
2 2x+y ≤ 8

1

2

F

ii)

2

42

4

6

8

y

x

1 4x+  y ≥ 8
2 3x+2y ≥ 6

2
1

F
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iii)

z

y

2

10

4

4

8

x
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iv)

y

x

2

42

4

6
1 –x+y ≤ 2
2 2x+y ≤ 41

2

F

v)

y

x

2

42

4

1     x+  y ≥ 3
2 –3x+2y ≤ 6

1

2

F
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vi)

z

y

x

4

6

10

4

5

9

12
Δ�νεται τ
 π.γ.π.

max (4x1+2x2)

�ταν
x1 £ 4

3x1 + 8x2 £ 24
2x1 + x2 ≥ 6

x1, x2 ≥ 0

1. Nα λυθε� γρα�ικ�.

2. Π
ια ε�ναι η �ριστη λ�ση αν η αντικειμενικ� συν�ρτηση ε�ναι
συν�ρτηση ελα�ιστ
π
�ησης κι ��ι μεγιστ
π
�ησης;

ΛYΣH

1. ™ÙÔ Û¯‹Ì· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ‰›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÂÊÈÎÙ‹˜
ÂÚÈÔ¯‹˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜:




