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Εισαγωγή 
Εδώ και χιλιάδες χρόνια οι κάτοικοι της Αιγύπτου καλλιεργούν τη 

γη στο ∆έλτα το Νείλου. Οι ετήσιες όµως πληµµύρες του ποταµού ε-
ξάλειφαν τα σύνορα ανάµεσα στα χωράφια. Ήταν πρόβληµα το να 
βρει κανείς το χωράφι του µετά την απόσυρση των υδάτων. Προκει-
µένου να λύσουν αυτό κι άλλα συναφή προβλήµατα οι Αιγύπτιοι επι-
νόησαν τη Γεωµετρία, την τέχνη του να µετράς τη Γη. Στον Ηρόδοτο 
αποδίδεται ο ισχυρισµός ότι η Γεωµετρία είναι δώρο του Νείλου. 
∆εν ήταν, όµως, η µετά τις πληµµύρες αναδιανοµή των χωραφιών 

το µόνο κίνητρο για την επινόηση και ανάπτυξη της Γεωµετρίας. Ό-
ταν ένα πρόβληµα αντιµετωπίζεται, η ανάπτυξη του πολιτισµού θέτει 
άλλα συνθετότερα. Επειδή, λ.χ., ήταν φρονιµότερο να προλαµβάνο-
νται οι πληµµύρες, επινοήθηκαν τα φράγµατα. Κι επειδή ήταν ωφέλι-
µο να ποτίζονται οι καλλιέργειες, επινοήθηκαν τα αρδευτικά έργα. Κι 
όχι µόνο στο ∆έλτα του Νείλου αλλά και στην κοιλάδα ανάµεσα στον 
Τίγρη και τον Ευφράτη οι καλλιέργειες έθεταν τα ίδια ή και παρόµοια 
προβλήµατα. Οι δύο αρχαιότεροι πολιτισµοί, των Αιγυπτίων και των 
Βαβυλωνίων, αναπτύσσονται στις κοιλάδες αυτών των ποταµών, και 
η ανάπτυξή αυτή προωθεί τα Μαθηµατικά και προωθείται απ’ αυτά.  
Ο πολιτισµός, λοιπόν, θέτει πρακτικά προβλήµατα, κι ο άνθρωπος 
επινοεί τα Μαθηµατικά για να τα λύσει. 
Ωστόσο, δεν είναι τα πρακτικά προβλήµατα το µόνο κίνητρο για τη 

µαθηµατική αναζήτηση, κι από ένα σηµείο και πέρα δεν είναι ούτε το 
σπουδαιότερο. Ο ελληνικός πολιτισµός κάνει µια τοµή σ’ αυτή την 
εξέλιξη, εγκαινιάζει µια νέα εποχή στα Μαθηµατικά. Τα Μαθηµατικά 
όπως τα γνωρίζουµε σήµερα διαµορφώνονται στην αρχαία Ελλάδα 
στη διάρκεια της κλασικής περιόδου - από τον 6ο ως και τον 3ο αιώνα.  
Τα Μαθηµατικά των Αιγυπτίων και των λαών της Μεσοποταµίας 

ήταν απλά εµπειρικά συµπεράσµατα. Σ’ αντίθεση, οι Έλληνες δεν κά-
νουν δεκτή καµιά µαθηµατική γνώση, αν αυτή δεν έχει αποδειχθεί.  
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Στην Ελλάδα γεννιέται η ιδέα της µαθηµατικής (ή λογικής) απόδει-
ξης. Η ιδέα πως για να δεχτούµε µια µαθηµατική πρόταση ως αληθή, 
πρέπει αυτή να προκύπτει ως λογικό συµπέρασµα από άλλες προτά-
σεις που ήδη δεχτήκαµε ως αληθείς. Ισχυριζόµαστε, λ.χ., πως  

“ οι γωνίες της βάσης κάθε ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες”,   
αλλά για να δεχτούµε αυτή την πρόταση ως αληθή, δεν αρκεί να σχε-
διάσουµε στο χαρτί µερικά ισοσκελή τρίγωνα, να µετρήσουµε στο 
καθένα τις γωνίες της βάσης του και να διαπιστώσουµε ότι αυτές εί-
ναι όντως ίσες. Πρέπει το συµπέρασµα αυτό να θεµελιωθεί ανεξάρτη-
τα από την εµπειρία. Πρέπει να προκύψει µε λογικούς συµπερασµούς 
από απλές παραδοχές, οι οποίες µας επιβάλλονται βέβαια από την ε-
µπειρία, αλλά ως εξαιρετικά προφανείς και αναντίρρητες. Αυτό είναι 
σε γενικές γραµµές το πνεύµα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας .   
Ας προσπαθήσουµε να το περιγράψουµε κάπως αναλυτικότερα.  
Ένα φυσικό σηµείο είναι ένα αντικείµενο ή µια θέση µε αµελητέες 

διατάσεις, κάτι που είναι εξαιρετικά µικρό. Η τελεία στο τέλος αυτής 
της πρότασης είναι ένα φυσικό σηµείο. Βέβαια, χαρακτηρίζεται κάτι 
ως µικρό µόνο σε σχέση µε κάτι άλλο. Κι εδώ το κάτι άλλο είναι ο ί-
διος ο άνθρωπος, η ανθρώπινη κλίµακα. Η τελεία του κειµένου είναι 
µικρή ως προς την ανθρώπινη κλίµακα. Αλλά ως προς την κλίµακα 
των ατόµων αυτή η ίδια τελεία είναι ένας ολόκληρος κόσµος. Αντίθε-
τα, σε κοσµολογική κλίµακα η Γη ολόκληρη λογίζεται ως ένα σηµείο. 
Μια φυσική ευθεία γραµµή είναι µια τεντωµένη κλωστή ή µια ακµή 

ενός κρυστάλλου. ∆ύο σηµεία µπορούν να συνδεθούν µε αναρίθµη-
τους τρόπους. Όµως, µεταξύ αυτών υπάρχει ένας ιδιαίτερος, µοναδι-
κός ως προς τη φύση του, κι αυτός είναι η ευθεία γραµµή. 
Ένα φυσικό επίπεδο είναι η επιφάνεια ενός τραπεζιού ή µια µικρής 

ποσότητας ήρεµου νερού. Σ’ ένα επίπεδο µπορούµε να θεωρήσουµε 
αµέτρητες ευθείες. Αν µια τεντωµένη κλωστή έχει τα άκρα της σ’ ε-
παφή µ’ ένα επίπεδο, τότε, χωρίς έλεγχο, έχουµε την πεποίθηση πως 
ολόκληρη η τεντωµένη κλωστή είναι σ’ επαφή µε το επίπεδο. 
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Όλα αυτά τα αντιλαµβανόµαστε µέσα στο χώρο που ζούµε. Ο χώ-
ρος φαίνεται να είναι συνεχής, οµογενής, ισότροπος και χωρίς πέρατα. 
∆εν είναι έτσι εδώ κι αλλιώτικος εκεί. Κι επίσης, δεν είναι δυνατό να 
φανταστούµε πως κάπου τελειώνει και πως από κει και πέρα δεν υ-
πάρχει τίποτε. Η ίδια η φράση “από κει και πέρα δεν υπάρχει τίποτε” 
είναι αντιφατική, γιατί όταν υπάρχει πέρα, υπάρχει κάτι .  Βέβαια, η 
φύση δεν είναι κατ’ ανάγκην έτσι όπως τη συλλαµβάνει ο νους µας. 
Ωστόσο, εδώ έχουµε να κάνουµε µ’ αυτό που αντιλαµβανόµαστε.   
Αν φανταστούµε ένα φυσικό σηµείο να µικραίνει απεριόριστα, τότε 

εκείνο στο οποίο τείνει θα είναι ένα ιδανικό σηµείο. Κι αυτό είναι που 
ονοµάζουµε σηµείο στη Γεωµετρία. Κάτι που είναι απόλυτα µικρό και 
φυσικά δεν υπάρχει παρά µόνο στη φαντασία µας.  
Όµοια, αν φανταστούµε µια φυσική ευθεία να λεπταίνει απεριόρι-

στα, τότε η οριακή της µορφή είναι η ιδανική ή η γεωµετρική ευθεία. 
Ανάλογα σχηµατίζουµε και την έννοια του γεωµετρικού επιπέδου.  
Συνεπώς, από το φυσικό σηµείο, τη φυσική ευθεία και το φυσικό 

επίπεδο, εξιδανικεύοντάς τα, φτάνουµε στις έννοιες του γεωµετρικού 
σηµείου, της γεωµετρικής ευθείας και του επιπέδου αντίστοιχα.  
Ο καθένας µπορεί να χαράσσει τρίγωνα ή κύκλους στο χαρτί και 

να σκέφτεται πως αυτά αντιπροσωπεύουν αντίστοιχα ιδανικά τρίγωνα 
ή κύκλους, στα οποία οι πλευρές ή οι περιφέρειες δεν έχουν πλάτος. 
Τρίγωνα ή κύκλους που δεν υπάρχουν πουθενά έξω από τη νόησή µας. 
Και µας φαίνεται εύλογο να υποθέτουµε πως αυτά τα νοερά γεωµε-
τρικά σχήµατα έχουν τις ίδιες ιδιότητες που έχουν και τα πραγµατικά. 

Κατ’ αρχήν, λοιπόν, υπάρχει ο φυσικός χώρος. Σ’ αυτόν διακρίνου-
µε, κυρίως µε την όραση αλλά και µε την αφή, αντικείµενα, σχήµατα, 
µορφές. Αντιλαµβανόµαστε δε πως αυτή η γύρω µας πραγµατικότητα 
διέπεται από κάποιες κανονικότητες, δεν είναι αυθαίρετη. Η φύση εί-
ναι αντικειµενική, δεν είναι τη µια έτσι και την άλλη αλλιώς. Τα αντι-
κείµενα, τα σχήµατα, οι µορφές έχουν σταθερές ιδιότητες, βρίσκονται 
σε κάποιες αναλλοίωτες µεταξύ τους σχέσεις. Ωστόσο, µερικές ιδιό-
τητες ή σχέσεις φαίνεται να είναι πιο θεµελιώδεις από άλλες.  
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Θα δούµε τι σηµαίνει αυτό µε δύο παραδείγµατα. 
Παράδειγµα Ι. Μπορούµε να διαπιστώσουµε πως οι τρεις διάµεσοι 

ενός τριγώνου διέρχονται από ένα σηµείο (Σχήµα Ι).  
                
 
                                          Ι                                                   ΙΙ 
                                       
                                                                                                     

Αυτή η ιδιότητα των τριγώνων δεν είναι προφανής, δε γίνεται αντι-
ληπτή µε τη πρώτη µατιά. Και τίποτε δε µας εµποδίζει να σκεφτούµε 
πως µπορεί και να µην συµβαίνει έτσι σ’ όλα τα τρίγωνα. Το ότι στο 
Σχήµα Ι φαίνεται να περνούν οι τρεις διάµεσοι από ένα σηµείο δεν εί-
ναι πειστικό πως έτσι και συµβαίνει. Τίποτε δε βεβαιώνει ότι πρόκει-
ται για σηµείο κι όχι για ένα πολύ-πολύ µικρό τρίγωνο, όπως στο 
Σχήµα ΙΙ ή και µικρότερο, καλυπτόµενο από το πάχος των ευθειών. 

 Παράδειγµα ΙΙ. Ας θεωρήσουµε, τώρα, ένα τρίγωνο και στο ίδιο ε-
πίπεδο µια ευθεία που να τέµνει τη µία από τις τρεις πλευρές του, χωρίς 
να διέρχεται από κάποια κορυφή του. Είναι φανερό ότι αυτή θα τέµνει 
και τη µία από τις άλλες δύο πλευρές του τριγώνου και µόνο τη µία. 
Είναι αδύνατο να φανταστούµε πως αλλιώς θα µπορούσε να συµβεί. 
Πρόκειται για µια προφανή και συγχρόνως αναγκαία αλήθεια . 

 
 

 

Είναι βέβαιο πως ο ουρανός είναι γαλάζιος, αλλά µπορούµε να τον 
φανταστούµε και πράσινο. Είναι βέβαιο πως δεν υπάρχει ένα άλογο µ’ 
ένα κέρατο στη µέση του κεφαλιού του, αλλά µπορούσε να ζωγραφί-
σουµε κάτι τέτοιο. Όµως, στο επίπεδο µια ευθεία που να τέµνει µία 
µόνο πλευρά ενός τριγώνου ή και τις τρεις σε εσωτερικά σηµεία δεν εί-
ναι δυνατό να τη φανταστούµε. ∆εν µπορούµε να φανταστούµε πώς 
θα ήταν τα πράγµατα, αν δεν ήταν έτσι όπως αντιλαµβανόµαστε ότι 
πρέπει να είναι. Αυτό θα πει αναγκαία αλήθεια. 
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Τις προτάσεις που εκφράζουν τέτοιες προφανείς κι αναγκαίες αλή-
θειες, όταν τις δεχόµαστε χωρίς καµιά άλλη αιτιολόγηση, τις ονοµά-
ζουµε αξιώµατα. Τις προτάσεις που αποδεικνύονται, αυτές δηλαδή 
που συνάγονται ως λογικά συµπεράσµατα άλλων προτάσεων, τις ο-
νοµάζουµε θεωρήµατα. Ξεκινάµε, λοιπόν, µε τα αξιώµατα, συνάγου-
µε απ’ αυτά τα πρώτα θεωρήµατα και στη συνέχεια από τα αξιώµατα 
κι  απ’ αυτά τα θεωρήµατα συνάγουµε άλλα θεωρήµατα, κ.ο.κ. 
Θεωρήµατα που εκφράζουν σχέσεις µεταξύ γεωµετρικών σχηµάτων. 
Γεωµετρικά σχήµατα, όπως ευθύγραµµα τµήµατα, γωνίες, πολύγωνα, 
κύκλους κλπ, που δεν τα επινοούµε εκ του µηδενός, αλλά από την ε-
µπειρία µας µε τα φυσικά αντικείµενα.  
Ωστόσο, τα ορίζουµε το ένα µετά το άλλο, µε βάση τις αρχικές έν-

νοιες: σηµείο, ευθεία και επίπεδο. Οι αρχικές έννοιες δεν ορίζονται, η 
σηµασία τους δεν ανάγεται σ’ άλλες απλούστερες. Φτάνουµε στο 
σχηµατισµό αυτών των εννοιών αφαιρετικά, ξεκινώντας από την ε-
µπειρία µας µε τα φυσικά αντικείµενα: σηµεία, ευθείες, επίπεδα.  
Αρχίζουµε, λοιπόν, µε αξιώµατα που εκφράζουν σχέσεις µεταξύ 

των αρχικών εννοιών. Τα αξιώµατα αυτά κωδικοποιούν - µετασχηµα-
τίζουν σε σαφείς προτάσεις - την αντίληψή µας για το τι είναι σηµείο, 
ευθεία και επίπεδο. Ορίζοντας νέες έννοιες, νέα γεωµετρικά σχήµατα, 
εικάζουµε νέες µεταξύ αυτών σχέσεις, που κατά κανόνα αποδεικνύο-
νται ή και εξαιρετικά σπάνια γίνονται δεκτές ως νέα αξιώµατα.  
Σ’ όλη αυτή την πορεία χαράσσουµε στο χαρτί φυσικά σχήµατα, 

αλλά θεωρούµε πως αυτά αντιπροσωπεύουν τα αντίστοιχα ιδανικά, 
έχοντας ως δεδοµένο ότι αυτές οι δύο κατηγορίες σχηµάτων έχουν τις 
ίδιες ιδιότητες. Γιατί οι ιδιότητες των ιδανικών σχηµάτων καθορίζο-
νται µόνον από τα αξιώµατα, αλλά η ισχύς των αξιωµάτων επιβάλλε-
ται από την εµπειρία µας µε τα φυσικά σχήµατα. 
Είναι εύλογο, όµως, το ερώτηµα: γιατί µπλέκουµε µε τα ιδανικά 

γεωµετρικά σχήµατα, αφού τα φυσικά είναι που µας ενδιαφέρουν και 
µ’ αυτά µπορούµε να πειραµατιστούµε, κι έτσι να καταλήξουµε σε 
διαπιστώσεις σχετικά µε τις ιδιότητές τους;  
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Μπορούµε, λ.χ., να λάβουµε ένα χάρτινο τρίγωνο, να το κόψουµε 
σε τρία µέρη, κι ύστερα να τα ενώσουµε έτσι, ώστε οι γωνίες του να 
τοποθετηθούν διαδοχικά, όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα. 
 
 

⇒ 
 
 
 

Θα διαπιστώσουµε ότι το άθροισµα των τριών γωνιών είναι ίσο µε 
µια ευθεία γωνία, δηλαδή µε 180°. Μπορούµε να επαναλάβουµε το 
πείραµα πολλές φορές. Αλλά πάντα θα καταλήγουµε το ίδιο συµπέ-
ρασµα. Έτσι, είναι εύλογο να δεχτούµε πως σ’ όλα τα τρίγωνα, και σ’ 
αυτά που µετρήσαµε και σ’ αυτά που δε µετρήσαµε ή που δεν έχουµε 
τη πρόσβαση να µετρήσουµε, το άθροισµα των τριών γωνιών τους εί-
ναι ίσο µε 180°. Εξάλλου, όπως είπαµε, η φύση είναι αντικειµενική. 
Γιατί να συµβαίνει κάτι µόνο στα τρίγωνα που έτυχε να µετρήσουµε; 
Ωστόσο, κάποιος σκεπτικιστής θα µπορούσε να ισχυριστεί πως α-

κόµα και σε χίλια τρίγωνα να διαπιστώσω ότι το άθροισµα των γω-
νιών τους είναι ίσο µε 180°, δεν υπάρχει απόλυτη βεβαιότητα ότι το 
ίδιο θα συµβαίνει και στο χιλιοστό πρώτο. Κι επίσης, ποιος µας εγ-
γυάται ότι κάθε φορά που µετράµε το άθροισµα των γωνιών αυτό εί-
ναι ακριβώς 180° κι όχι ελάχιστα µεγαλύτερο ή µικρότερο;  
Θα απαντούσαµε πως και για πιο σηµαντικά θέµατα δεν ενεργούµε 

µε τέτοιο σκεπτικισµό. Πίνουµε νερό από τη βρύση, επειδή έχουµε 
ξαναπιεί και δεν πάθαµε τίποτε. Τρώµε το ψωµί που αγοράζουµε, χω-
ρίς καµιά υπόνοια ότι θα µας βλάψει. Καταναλώνουµε φάρµακα, µε 
µόνη εγγύηση ότι δοκιµάστηκαν από άλλους. Χτίζουµε σπίτια και γέ-
φυρες, και τις γωνίες τις µετράµε µε προσέγγιση. 
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Κι όµως τους ισχυρισµούς του υποτιθέµενου σκεπτικιστή τους ή-
γειραν πριν από 2500 χρόνια οι έλληνες φιλόσοφοι που κατοικούσαν 
στα παράλια της Ιωνίας. Αυτοί αναζήτησαν µια πιο στέρεα αιτιολόγη-
ση για την ισχύ αυτών που γνώριζαν ή ήθελαν να γνωρίσουν. Κι εκεί-
νο που επινόησαν και πρότειναν ήταν η λογική απόδειξη. Θα την ονο-
µάζουµε απλά απόδειξη. Η πρώτες αποδείξεις αποδίδονται στο Θαλή.  

Ας δούµε τώρα ένα µικρό δείγµα Γεωµετρίας που καταλήγει σε µια 
απόδειξη. 

    1. Ορισµός. Αν οι πλευρές µιας γωνίας αποτελούν ευθεία, τότε την 
ονοµάζουµε ευθεία γωνία. 

 
           x                                         O             y 

    2. Ορισµός. ∆ύο γεωµετρικά σχήµατα είναι ίσα, αν και µόνον αν 
µπορούν να συµπέσουν (να ταυτιστούν). 

    3. Αξίωµα. Όλες οι ευθείες γωνίες είναι ίσες. 

    4. Ορισµός. Αν δύο γωνίες έχουν µια κοινή πλευρά και οι µη κοινές 
πλευρές τους κείνται εκατέρωθεν αυτής, τότε ονοµάζονται εφεξής.   

Στο Σχήµα Ι οι γωνίες ∡xOy και ∡yOz είναι εφεξής. Είναι εύλογο 
να θεωρήσουµε τη γωνία ∡xOz ως το άθροισµά τους. 

 

                                                 z                                                     y                                                 
Ο         ω                                                                          Σχήµα ΙΙ   
            φ   α 
                  y 
                                           a         b 
  Σχήµα Ι                                x                      O                        z 
                
                                       
            x 
  ∡φ +∡ω =∡α                    ∡a +∡b =1 ευθεία γωνία 
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5. Ορισµός. ∆ύο γωνίες των οποίων το άθροισµα είναι ίσο µε µια 
ευθεία γωνία ονοµάζονται παραπληρωµατικές. 

Στο Σχήµα ΙΙ οι γωνίες ∡a και ∡b είναι παραπληρωµατικές. 
 

6. Ας θεωρήσουµε δύο τεµνόµενες ευθείες xy  και x'y'.  
                x                                                                   y ′  

 
 

                                                 ω  
                                          α             β 

          φ 
 

    x ′                                                              y 
 Σχήµα ΙΙΙ 

Σχηµατίζονται τέσσερις γωνίες µε κοινή κορυφή. Στα ζεύγη γωνιών 
(∡α,∡β) και (∡φ,∡ω) οι πλευρές της µιας γωνίας είναι προεκτάσεις 
των πλευρών της άλλης. Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι οι δύο γωνίες 
είναι κατακορυφήν. Οι γωνίες ∡α και ∡β, καθώς και οι ∡φ και ∡ω 
είναι κατακορυφήν. Προφανώς, οι γωνίες ∡β και ∡ω είναι παραπλη-
ρωµατικές, και το ίδιο οι ∡α και ∡ω,  ∡α και ∡φ, ∡β και ∡φ.  

    7. Θεώρηµα: Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες. 
Απόδειξη. Ας θεωρήσουµε τις κατακορυφήν γωνίες ∡α και ∡β του 

Σχήµατος ΙΙΙ. Θα είναι: 

∡α +∡ω =1 ευθεία γωνία 
              ⇒

(*)∡α +∡ω =∡β +∡ω ⇒
(**)∡α =∡β   

∡β +∡ω =1 ευθεία γωνία 

  (*) διότι, κατά το Αξίωµα 3, όλες οι ευθείες γωνίες είναι ίσες. 
(**) διότι, αν από ίσα αφαιρέσουµε ίσα, θα µείνουν πάλι ίσα.♦ 
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Παρατηρούµε πως η απόδειξη έγινε µόνο µε συλλογισµούς κι όχι 
µε µετρήσεις στο σχήµα. Μετά από την απόδειξη είµαστε βέβαιοι πως 
οποιεσδήποτε κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες, απόλυτα ίσες. Κανείς, 
και βέβαια ούτε και ο σκεπτικιστής, δεν µπορεί να προβάλει αντιρρή-
σεις. Το συµπέρασµα είναι αναγκαστικό. 

 
Συνοψίζοντας, καταλήγουµε στις ακόλουθες διαπιστώσεις: 

1. Πρακτικά µας ενδιαφέρουν τα φυσικά αντικείµενα, και συνεπώς τα 
φυσικά γεωµετρικά σχήµατα. 

2. ∆εχόµαστε, όµως, πως τα φυσικά σχήµατα έχουν ακριβώς τις ίδιες 
ιδιότητες που έχουν τα αντίστοιχα ιδανικά, διότι οι ιδιότητες των ι-
δανικών σχηµάτων καθορίζονται µόνο από τα αξιώµατα, αλλά η ι-
σχύς των αξιωµάτων µας επιβάλλεται από την εµπειρία µας µε τα 
φυσικά σχήµατα. Τα αξιώµατα κωδικοποιούν την εµπειρία.  

3. Η επιβεβαίωση των ιδιοτήτων στα ιδανικά σχήµατα γίνεται µε τρόπο 
που δεν αφήνει αµφιβολίες. Τα συµπεράσµατα των αποδείξεών µας 
είναι τόσο αξιόπιστα όσο και η λογική µας, κι είναι τόσο αναγκαία 
όσο τα αξιώµατα που δεχόµαστε. 

4. Έτσι, διασφαλίζεται η µέγιστη βεβαιότητα για την ισχύ των ιδιοτή-
των που έχουν τα φυσικά σχήµατα. 

5. Παράλληλα, η διεξαγωγή των αποδείξεων όχι µόνο διευκολύνεται 
από την παρουσία σχηµάτων στο χαρτί, αλλά είναι και πρακτικά α-
δύνατο να γίνει χωρίς αυτήν. 
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§1. Σηµεία - Ευθείες - Επίπεδα 
Οι αρχικές έννοιες στις οποίες στήνεται το οικοδόµηµα της Γεωµε-

τρίας είναι το σηµείο, η ευθεία και το επίπεδο. Αυτές δεν ορίζονται, 
δηλαδή, η σηµασία τους δεν ανάγεται σ’ άλλες απλούστερες. Φτά-
νουµε στο σχηµατισµό αυτών των εννοιών αφαιρετικά, ξεκινώντας 
από την εµπειρία µας µε τα φυσικά αντικείµενα: σηµεία, ευθείες, επί-
πεδα. Όπως είδαµε στην εισαγωγή, κάποιες σχέσεις µεταξύ των 
γεωµετρικών σχηµάτων είναι προφανείς, αναγκαίες αλλά ταυτόχρονα 
και µη αποδείξιµες. Τις σχέσεις αυτές τις ονοµάσαµε αξιώµατα.  

1.1 Αξίωµα (Α1). Από δύο σηµεία διέρχεται  µία και µόνο µία ευθεία. 

 ε                         Α                                                Β 
        Σχήµα 1.1 

Άρα, αν δύο ευθείες έχουν τουλάχιστο δύο κοινά σηµεία, τότε ταυ-
τίζονται. Λέµε ότι “δύο σηµεία ορίζουν µία ευθεία”. Η ευθεία την ο-
ποία ορίζουν δύο σηµεία Α και Β θα αναφέρεται και ως η ευθεία ΑΒ. 
Οι διατυπώσεις “µία ευθεία διέρχεται από ένα σηµείο”, “µία ευθεία 

έχει (ή περιέχει) ένα σηµείο” και “ένα σηµείο ανήκει σε µία ευθεία” 
είναι ισοδύναµες. Σηµειώνουµε τις ευθείες µε µικρά γράµµατα και τα 
σηµεία µε κεφαλαία. 

1.2 Αξίωµα (Α2). Κάθε ευθεία περιέχει τουλάχιστο δύο σηµεία. 

∆ύο ή περισσότερα σηµεία ονοµάζονται συνευθειακά, αν ανήκουν 
στην ίδια ευθεία. Προφανώς, δύο σηµεία είναι πάντοτε συνευθειακά.  

1.3 Αξίωµα (Α3). Για κάθε ευθεία υπάρχει τουλάχιστο ένα σηµείο 
που δεν ανήκει σ’ αυτήν. 

 ε      Α          Β 
 

       Σχήµα 1.2 
   Γ 

Συνεπώς, υπάρχουν τρία τουλάχιστο µη συνευθειακά σηµεία. 
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1.4 Αξίωµα (Α4). Από τρία µη συνευθειακά σηµεία διέρχεται ένα και 
µόνον ένα επίπεδο. 
Άρα, αν δύο επίπεδα έχουν κοινά τουλάχιστο τρία µη συνευθειακά 

σηµεία, τότε ταυτίζονται. Λέµε ότι “τρία µη συνευθειακά σηµεία ορί-
ζουν ένα επίπεδο”. 

 
                                   Α                                  Π 

                                                 Γ             Σχήµα 1.3 
                                      Β 

1.5 Αξίωµα (Α5). Κάθε επίπεδο περιέχει τουλάχιστο τρία µη συνευ-
θειακά σηµεία. 
∆ύο ή περισσότερα σηµεία ονοµάζονται συνεπίπεδα, αν ανήκουν 

στο ίδιο επίπεδο. Τρία (κι άρα δύο) σηµεία είναι πάντοτε συνεπίπεδα. 
1.6 Αξίωµα (Α6). Για κάθε επίπεδο υπάρχει τουλάχιστο ένα σηµείο  
που δεν ανήκει σ’ αυτό.   
             Α 
 
                                                           ∆            Π 

                                Β                      Γ                     Σχήµα 1.4 
 
Συνεπώς, υπάρχουν τέσσερα τουλάχιστο µη συνεπίπεδα σηµεία. 

1.7 Αξίωµα (Α7). Αν δύο σηµεία µιας ευθείας ανήκουν σ’ ένα επίπε-
δο, τότε ολόκληρη η ευθεία ανήκει (περιέχεται) στο επίπεδο. 

 
                                                              Β              Π 
                                               Σχήµα 1.5 
                                   Α 
 
 1.8 Θεώρηµα. Αν ε είναι µια ευθεία και Α ένα σηµείο που δεν ανή-
κει σ’ αυτήν, τότε υπάρχει ένα και µοναδικό επίπεδο Π που περιέχει 
και την ευθεία ε και το σηµείο Α. Με άλλα λόγια, µία ευθεία κι ένα 
σηµείο εκτός αυτής ορίζουν ένα επίπεδο. 
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Απόδειξη: Αν Β, Γ είναι δύο σηµεία της ευθείας ε, τότε τα τρία ση-
µεία Α, Β και Γ είναι µη συνευθειακά, κι άρα ορίζουν ένα επίπεδο Π 
(Αξίωµα 1.4). Επειδή τα σηµεία Β και Γ της ευθείας ε ανήκουν στο 
επίπεδο Π, η ευθεία ε ανήκει στο επίπεδο Π (Αξίωµα 1.7). Υπάρχει, 
λοιπόν, ένα επίπεδο που περιέχει και την ευθεία ε και το σηµείο Α. 

 
                                      Α                        Γ          Π 

 Σχήµα 1.6 
                  ε               Β 

                      
 Αυτό είναι και το µοναδικό. ∆ιότι, αν κάποιο επίπεδο Π′ περιέχει 
την ευθεία ε και το σηµείο Α, θα περιέχει τα τρία µη συνευθειακά ση-
µεία Α, Β και Γ, κι έτσι θα ταυτίζεται µε το Π (Αξίωµα 1.4).♦ 
Από το Αξίωµα 1.1 προκύπτει ότι δύο ευθείες είτε δεν έχουν κανέ-

να κοινό σηµείο είτε έχουν ακριβώς ένα. ∆ιότι, αν είχαν δύο ή περισ-
σότερα κοινά σηµεία, θα ταυτίζονταν. 

1.9 Ορισµός. Όταν δύο ευθείες έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο, τότε 
λέµε ότι τέµνονται ή ότι είναι τεµνόµενες.  

1.10 Ορισµός. ∆ύο ευθείες που ανήκουν σ’ ένα επίπεδο (οµοεπίπε-
δες) και δεν έχουν κοινό σηµείο ονοµάζονται παράλληλες. 
Αν οι ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες, τότε σηµειώνουµε ε1 //ε2  . 

1.11 Θεώρηµα. Αν δύο ευθείες ε1 και ε2 τέµνονται, τότε υπάρχει ένα 
και µοναδικό επίπεδο Π που τις περιέχει. Με άλλα λόγια, δύο τεµνό-
µενες ευθείες ορίζουν ένα επίπεδο. 

 Απόδειξη: Έστω δύο ευθείες ε1 και ε2 τεµνόµενες στο σηµείο Α. Αν 
Β είναι ένα σηµείο της ε1 διάφορο του Α (Β≢Α) και Γ ένα σηµείο της 
ε2 διάφορο του Α (Γ≢Α), τότε τα τρία σηµεία Α, Β και Γ είναι µη συ-
νευθειακά, οπότε ορίζουν ένα επίπεδο Π (Αξίωµα 1.4). 
                                                               ε2                                    

            ε1                                            Γ                            Π 
                           Β        
                                         Α                                 Σχήµα 1.7  
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Τα σηµεία Α και Β της ευθείας ε1 ανήκουν στο επίπεδο Π,  συνεπώς 
η ε1 περιέχεται στο Π (Αξίωµα 1.7). Το ίδιο ισχύει και για την ε2. Άρα, 
υπάρχει ένα επίπεδο Π που περιέχει τις τεµνόµενες ευθείες ε1 και ε2. 
Αντίστροφα, αν κάποιο επίπεδο περιέχει τις δύο ευθείες ε1 και ε2, τότε 
θα περιέχει τα τρία µη συνευθειακά σηµεία Α, Β και Γ, οπότε θα συ-
µπίπτει µε το επίπεδο Π (Αξίωµα 1.4). Άρα, το Π είναι µοναδικό.♦ 

1.12 Θεώρηµα. Αν δύο ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες (ε1//ε2), 
τότε υπάρχει µοναδικό επίπεδο που τις περιέχει. 

 Απόδειξη: Αν δύο ευθείες ε1 και ε2  είναι παράλληλες, τότε εξ ορι-
σµού περιέχονται σ’ ένα επίπεδο Π.  
                                                                          Π 
              ε1                                Α                                           
         ε2                                                                                                         Σχήµα 1.8 
                                             Β                             Γ 
       
Μένει να δείξουµε ότι αυτό είναι και το µοναδικό. Έστω Α ένα ση-

µείο της ε1 και Β, Γ δύο σηµεία της ε2. Προφανώς, τα τρία σηµεία Α, 
Β και Γ είναι µη συνευθειακά σηµεία του επιπέδου Π. Αν, λοιπόν, ένα 
επίπεδο Π′ περιέχει τις ευθείες ε1 και ε2, τότε θα περιέχει τα σηµεία Α, 
Β και Γ, κι άρα θα συµπίπτει µε το επίπεδο Π (Αξίωµα 1.4).♦ 

Είδαµε πως αν δύο ευθείες είναι παράλληλες ή τεµνόµενες, τότε 
είναι οµοεπίπεδες. Κι αντίστροφα, αν είναι οµοεπίπεδες, τότε είτε εί-
ναι παράλληλες είτε είναι τεµνόµενες. Είναι δυνατόν όµως δύο ευθεί-
ες να µην είναι οµοεπίπεδες. Τότε ονοµάζονται ασύµβατες. Οι ευθείες 
ε1 και ε2 στο επόµενο σχήµα είναι ασύµβατες.  

 
                                  ε1 
                            

                                                               Σχήµα 1.9 
     
 
                                                              ε2     
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Κατά το Αξίωµα 1.7, αν δύο σηµεία µίας ευθείας ανήκουν σ’ ένα 
επίπεδο, τότε ολόκληρη ανήκει στο επίπεδο. Έτσι, µία ευθεία που δεν 
ανήκει σ’ ένα επίπεδο είτε δεν έχει κανένα κοινό σηµείο µε το επίπεδο 
είτε έχει ακριβώς ένα κοινό σηµείο. Στην πρώτη περίπτωση λέµε ότι 
“η ευθεία είναι παράλληλη προς το επίπεδο”, ενώ στη δεύτερη ότι 
“η ευθεία τέµνει το επίπεδο”. 
         ε3                                                                                                                             ε1 ανήκει στο Π 
              ε2                                                                                                                    ε2 τέµνει το Π στο Α 
                                                                   Π                ε3  παρ/λη προς το Π 
                            Α            
           ε1                                                                            Σχήµα 1.10 

                        ε2         
Αν δύο επίπεδα δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο, τότε λέµε ότι είναι 

παράλληλα (Σχήµα 1.11). Αντίθετα, αν έχουν ένα τουλάχιστο κοινό 
σηµείο, λέµε ότι τέµνονται ή ότι είναι τεµνόµενα (Σχήµα 1.12). 

1.13 Αξίωµα (Α8). Αν δύο επίπεδα τέµνονται, τότε έχουν δύο τουλά-
χιστο  κοινά σηµεία. 
1.14 Θεώρηµα.  Η τοµή δύο τεµνοµένων επιπέδων είναι µία ευθεία. 
Απόδειξη. Έστω δυο τεµνόµενα επίπεδα Π1 και Π2.  Σύµφωνα µε το 

Αξίωµα 1.13, θα έχουν δύο κοινά σηµεία Α και Β. (βλ. Σχήµα 1.12). 
Οπότε, κατά το Αξίωµα 1.7, θα έχουν κοινή την ευθεία ε που ορίζουν 
αυτά τα σηµεία. Αν είχαν κοινό κι ένα επιπλέον σηµείο, δηλαδή, ένα 
σηµείο που δεν ανήκει στην ευθεία ε, τότε, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 
1.8, θα ταυτίζονταν.  Άρα, η τοµή τους είναι η ευθεία ε.♦ 
 

       Σχήµα 1.11                                      Π1    Σχήµα 1.12     
  

Π1 
  

  Π2                Β             Π2 
 

                                                   Α 

 Π1 //Π2                        Π1∩Π2=ε    ε 
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Προβλήµατα-Ασκήσεις 

1.1 Ένα τραπέζι µε τρία πόδια δεν ταλαντεύεται, ενώ ένα µε τέσσερα 
µπορεί και να ταλαντεύεται. Γιατί συµβαίνει αυτό;  

1.2 Μια ευθεία ε1 ανήκει σ’ ένα επίπεδο Π και µια δεύτερη ε2 τέµνει 
το επίπεδο Π σ’ ένα σηµείο Α που δεν ανήκει στην ευθεία ε1. Ποια 
είναι η σχετική θέση των ευθειών ε1 και ε2 ;  

1.3 Σε πόσα το πολύ σηµεία τέµνονται 3 ευθείες ενός επιπέδου; Σε 
πόσα το πολύ σηµεία τέµνονται 10 ευθείες, σε πόσα ν ευθείες; 

1.4 Πόσες το πολύ ευθείες ορίζουν τρία σηµεία ενός επιπέδου; Πόσες 
το πολύ ευθείες ορίζουν 10 σηµεία, και πόσες ν σηµεία; 

1.5 Έστω τέσσερα µη συνεπίπεδα σηµεία. Πόσα επίπεδα ορίζονται, 
ώστε το καθένα να περιέχει ακριβώς τρία από τα τέσσερα σηµεία;   

1.6 Έστω ότι δύο παράλληλα επίπεδα Π1 και Π2 τέµνονται από ένα 
τρίτο κατά τις ευθείες αντίστοιχα ε1 και ε2. Αποδείξτε ότι ε1 //ε2.    

1.7 Έστω ότι µία ευθεία ε τέµνει δύο άλλες ε1 και ε2. Είναι κατ’ ανά-
γκην οι τρεις ευθείες οµοεπίπεδες; 

1.8 Μία ευθεία ε είναι παράλληλη προς ένα επίπεδο Π. Ένα δεύτερο 
επίπεδο Π′ περιέχει την ε και τέµνει το Π κατά την ευθεία ε'. Απο-
δείξτε ότι  ε'//ε. 

1.9 Έστω τρία επίπεδα τεµνόµενα ανά δύο. Αποδείξτε ότι οι τρεις ευ-
θείες τοµής είτε είναι παράλληλες ανά δύο είτε και οι τρεις διέρ-
χονται από ένα σηµείο.     

 

Γεωµετρία 

 

6 



§2. Ευθύγραµµα Τµήµατα 
 
Από την παράγραφο αυτή και στο εξής τα γεωµετρικά σχήµατα θα 

ανήκουν σ’ ένα επίπεδο. Η Γεωµετρία µας θα είναι Επιπεδοµετρία. 
Θ’ ασχοληθούµε πρώτα µε τις ευθείες. 
Ένας ευθύς δρόµος δεν είναι µια φυσική ευθεία, αλλά ένα µακρό-

στενο παραλληλόγραµµο. Ως προς τις ανθρώπινες διαστάσεις, και ι-
δίως ως προς τη διακριτική ικανότητα της όρασής µας, το επόµενο 
σχήµα είναι µια φυσική ευθεία. Το πλάτος της είναι περίπου 0,1mm.  

 ε 

Αν το µέσο µέγεθος του ανθρώπου ήταν χίλιες φορές µικρότερο 
και η διακριτική ικανότητα της όρασής του ανάλογα λεπτότερη, τότε 
το παραπάνω σχήµα δε θα θεωρούνταν ως µια φυσική ευθεία, αλλά 
και πάλι ως ένα µακρύ παραλληλόγραµµο. Σ’ αυτή τη φανταστική πε-
ρίπτωση, το πλάτος µιας φυσικής ευθείας θα ήταν περίπου το ένα χι-
λιοστό του πλάτους της ευθείας ε, δηλαδή 0,1 µm. 

Σ’ ένα νοερό ταξίδι συνεχούς λέπτυνσης µιας φυσικής ευθείας το 
όριο είναι η γεωµετρική (η ιδανική) ευθεία. Αυτή δεν έχει πλάτος. Τα 
ιδανικά σηµεία δεν καταλαµβάνουν χώρο  και δε διακρίνονται το ένα 
µετά το άλλο. Το ακόλουθο σχήµα δεν αντιπροσωπεύει µια ευθεία:  

   •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
Έτσι, αν ε είναι µια ιδανική1 ευθεία και Α, Β δύο σηµεία της, τότε 

δεν µπορούµε να τη φανταστούµε αλλιώς παρά µόνο να υπάρχουν 
ανάµεσα στα Α και Β κι άλλα σηµεία της. Αυτή την αίσθηση την έ-
χουµε, όσο κοντινά κι αν θεωρήσουµε πως είναι τα σηµεία Α και Β.   
Ας δεχτούµε, λοιπόν, πως ανάµεσα σε δύο τυχαία σηµεία Α και Β 

µιας ευθείας ε υπάρχει τουλάχιστο ένα ακόµα σηµείο της, έστω το Γ. 

 ε                   Α         Γ             Β 

                                                 
1 Ενώ αναφερόµαστε σε ιδανικές ευθείες, στο χαρτί σηµειώνουµε (κατ’ ανάγκην) 
φυσικές ευθείες. Αυτό είναι το παιχνίδι της Γεωµετρίας. 

§2. Ευθύγραµµα Τµήµατα 

 

7 



Όµως τότε πρέπει να δεχτούµε πως ανάµεσα στα σηµεία Α και Γ 
υπάρχει τουλάχιστο ένα σηµείο ∆ της ευθείας ε. Και όµοια ανάµεσα 
στα σηµεία Γ και Β υπάρχει τουλάχιστο ένα σηµείο Ε.   

       ε                  Α      ∆          Γ          Ε     Β 

Η διαδοχική πιστοποίηση της ύπαρξης όλο και περισσότερων ση-
µείων ανάµεσα στα Α και Β δεν περατώνεται. Κι έτσι, αν δεχτούµε ότι 

2.1 Αξίωµα (Α9). Ανάµεσα σε δύο σηµεία µιας ευθείας υπάρχει του-
λάχιστο ένα άλλο σηµείο της, 

τότε προκύπτει ως συµπέρασµα ότι 
2.2 Πρόταση. Ανάµεσα σε δύο σηµεία µιας ευθείας υπάρχουν άπειρα 
σηµεία της. 

Αν Α και Β είναι δύο σηµεία και ε η ευθεία που διέρχεται απ’ αυτά, 
τότε τα δύο αυτά σηµεία µαζί µε όλα τα άπειρα σηµεία της ευθείας ε 
που βρίσκονται ανάµεσά τους συνιστούν το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ.  

ε        Α                    Β 
 
Τα σηµεία Α και Β ονοµάζονται άκρα του ευθυγράµµου τµήµατος 

ΑΒ, ενώ όλα τα άλλα σηµεία του ονοµάζονται εσωτερικά. Το τµήµα2 
ΑΒ αναφέρεται και ως το τµήµα ΒΑ, δεν τίθεται θέµα προσανατολι-
σµού. Αν Α και Β είναι δύο σηµεία µιας ευθείας, τότε αυτή θα αναφέ-
ρεται και ως η ευθεία ΑΒ.  
Κάθε σηµείο µιας ευθείας την χωρίζει σε δύο µέρη. Αυτά αναφέρο-

νται ως ηµιευθείες µε κοινή αρχή αυτό το σηµείο.  
Στο επόµενο σχήµα το σηµείο Ο της ευθείας ε την χωρίζει στις η-

µιευθείες Οx και Οx′. Το Ο είναι το µόνο κοινό σηµείο τους. Κάθε άλ-
λο ανήκει είτε στην ηµιευθεία Οx είτε στην ηµιευθεία Οx′.  

       x′               Ο            x 
           ε                             

                                                 
2 Συχνά αντί να λέµε “το ευθύγραµµο τµήµα” θα λέµε απλά “το τµήµα”.  
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Έστω ένα ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ και ε η ευθεία που το περιέχει. 
Το σηµείο Α ανήκει σε µία από τις δύο ηµιευθείες στις οποίες χωρίζε-
ται η ε από το σηµείο Ο. Συνεπώς, το ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ ορίζει 
µία ηµιευθεία µε αρχή το σηµείο Ο. Την ηµιευθεία αυτή τη σηµειώ-
νουµε µε ΟΑ ή µε (Ο, Α). 

                                  
     ε                            Ο                   Α 

Είναι εύλογο να δεχτούµε ότι κάθε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µπορεί 
να µετακινηθεί έτσι, ώστε να εφαρµόσει σε δοθείσα ευθεία ε και, επι-
πλέον, το ένα του άκρο να συµπέσει µε προκαθορισµένο σηµείο Ο 
αυτής της ευθείας. Τότε βέβαια το άλλο του άκρο θα συµπέσει µ’ ένα 
δεύτερο σηµείο της ευθείας ε, έστω το Ρ.   

                                                  Β 

 
                  Α 

  Σχήµα 2.1 
ε 
         Ο                                                    Ρ 
 
Τα τµήµατα ΑΒ και ΟΡ τα θεωρούµε ίσα, γιατί το ΟΡ δεν είναι άλ-

λο τµήµα παρά το ίδιο το ΑΒ σε άλλη θέση. Αυτή βέβαια η αιτιολό-
γηση προϋποθέτει ότι κατά τη µετακίνηση ενός ευθυγράµµου τµήµα-
τος από µια θέση σε άλλη αυτό δεν υφίσταται καµιά αλλοίωση. Ο φυ-
σικός χώρος είναι οµοιόµορφος (ίδιος παντού), κι έτσι τίποτε δεν αλ-
λάζει µε την αλλαγή θέσης. Κατά την µετακίνηση των σωµάτων όλα 
τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά τους µένουν αναλλοίωτα.  
Ωστόσο, δε συµβαίνει έτσι στην πραγµατικότητα. Η βαρύτητα κα-

µπυλώνει το χώρο, κι έτσι οι µετακινήσεις των σωµάτων επιφέρουν 
αλλοιώσεις στα γεωµετρικά τους χαρακτηριστικά. Όµως, αυτές οι αλ-
λοιώσεις για τα γήινα µεγέθη είναι τόσο µικρές που είναι µη ανιχνεύ-
σιµες. Σε κάθε περίπτωση, όµως, για τα ιδανικά γεωµετρικά σχήµατα 
θεωρούµε δεδοµένη αυτή την ιδιότητα του αναλλοίωτου. 
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Θεωρούµε, λοιπόν, ότι 
2.3 Ορισµός. ∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα είναι ίσα, αν είναι δυνατόν 
µετακινούµενο το ένα να συµπέσει µε το άλλο. 
Είναι φανερό πως, για να συµπέσουν δύο ευθύγραµµα τµήµατα, 

πρέπει και αρκεί να συµπέσουν τα άκρα τους.  
Την παραδοχή σχετικά µε τη µετακίνηση και την ισότητα ευθυ-

γράµµων τµηµάτων µπορούµε να τη διατυπώσουµε και µε το εξής: 

2.4 Αξίωµα (Α10). Έστω Οx και Ox′ οι ηµιευθείες στις οποίες χωρί-
ζεται τυχούσα ευθεία ε από ένα σηµείο της Ο. Για κάθε ευθύγραµµο 
τµήµα ΑΒ υπάρχει µοναδικό σηµείο Ρ της Οx και Ρ′ της Ox′ έτσι, 
ώστε τα τµήµατα  ΟΡ και ΟΡ′ να είναι ίσα µε το τµήµα ΑΒ .  

 Β 
Α                    Σχήµα 2.2 

     ε                            Ρ′                 Ο           Ρ 
     x′                         x 

ΟΡ' = ΑΒ = ΟΡ 

Έστω ε µια ευθεία και Α, Β, Γ τρία σηµεία της µε τη διάταξη που 
αναφέρονται (το Β µεταξύ των Α και Γ). Είναι εύλογο να θεωρήσουµε 
ότι το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι µικρότερο από το τµήµα ΑΓ ή αλ-
λιώς ότι το ΑΓ είναι µεγαλύτερο του ΑΒ. Κι επίσης, έχει νόηµα να ο-
ρίσουµε το τµήµα ΑΓ ως το άθροισµα των διαδοχικών τµηµάτων ΑΒ 
και ΒΓ ή το τµήµα ΑΒ ως τη διαφορά του ΒΓ από το ΑΓ3. 

       ε          Α          Β       Γ 
 

ΑΒ< ΑΓ    ή     ΑΓ >ΑΒ 
    ΑΒ + ΒΓ=ΑΓ  ή  ΑΓ-ΒΓ = ΑΒ 

Έστω δύο ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και ΜΝ. Στην ηµιευθεία ΑΒ 
υπάρχει µοναδικό σηµείο Ρ έτσι, ώστε ΜΝ=ΑΡ (Αξίωµα 2.4). Αν το Ρ 
συµπίπτει µε το Β, τότε θα είναι ΜΝ=ΑΒ (Σχήµα 2.3α).  

                                                 
3 Ανάλογα θα είναι ΒΓ<ΑΓ ή ΑΓ>ΒΓ και ΑΓ-ΑΒ=ΒΓ. 
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Αν το Ρ βρίσκεται µεταξύ των Α και Β, τότε θα είναι ΜΝ<ΑΒ 
(Σχήµα 2.3β). Κι αν, τέλος, το Β βρίσκεται µεταξύ των Α και Ρ, τότε 
θα είναι ΜΝ >ΑΒ (Σχήµα 2.3γ). 
           Α                               Β≡Ρ 
 
                                               Ν 
                                                            
        Μ                                     ΜΝ=ΑΒ                Σχήµα 2.3α 
 
          Α                        Ρ     Β 
 
                   
                                      Ν 
       Μ                                   ΜΝ<ΑΒ                      Σχήµα 2.3β 
 

Α                               Β         Ρ 
 

 
   Ν 

        Μ         ΜΝ>ΑΒ                      Σχήµα 2.3γ 

Άρα, πάντοτε δύο δοθέντα τµήµατα ΑΒ και ΜΝ είναι συγκρίσιµα και 
το αποτέλεσµα της σύγκρισης οδηγεί σε µία από τις σχέσεις: 

i)  ΑΒ=ΜΝ      ii) ΑΒ<ΜΝ        iii) ΑΒ>ΜΝ 
Στις περιπτώσεις των Σχηµάτων 2.3β και 2.3γ είναι φανερό αντί-

στοιχα ότι  ΑΒ-ΜΝ=ΡΒ και ΜΝ-ΑΒ=ΒΡ.   Άρα, για κάθε ζεύγος ά-
νισων ευθυγράµµων τµηµάτων ορίζεται η διαφορά τους. 

Έστω πάλι δύο ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και ΜΝ. Το τµήµα ΑΒ 
ορίζει µια ευθεία ε και το σηµείο Β την χωρίζει σε δύο ηµιευθείες. Ας 
ονοµάσουµε Βx εκείνη που δεν περιέχει το σηµείο Α. Στην ηµιευθεία  
Βx υπάρχει µοναδικό σηµείο Γ έτσι, ώστε ΜΝ=ΒΓ (Αξίωµα 2.4). 

    ε                                    Α                                   Β                                    Γ              x 
 
                                                                Ν     Σχήµα 2.4       
                           Μ               

Είναι φανερό ότι: ΑΒ+ΜΝ=ΑΓ. Συνεπώς, για κάθε ζεύγος ευθυ-
γράµµων τµηµάτων ορίζεται το άθροισµα τους. 
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Οι σχέσεις ισότητας και ανισότητας και οι πράξεις πρόσθεσης και 
αφαίρεσης δύο ευθυγράµµων τµηµάτων έχουν τις ιδιότητες που έχουν 
οι αντίστοιχες σχέσεις και πράξεις µεταξύ αριθµών. Οι περισσότερες 
απ’ αυτές τις ιδιότητες διατυπώνονται στην επόµενη πρόταση. 

2.5 Πρόταση. Αν m, n, s και t παριστάνουν ευθύγραµµα τµήµατα, 
τότε ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

1.  m=n  και  s= t  ⇒  m+s=n+ t  
2.  m=n  και  s= t  ⇒  m-s=n-t 
3.  m+n=n+m 
4.  (m+n)+s=m+(n+s)  
5.  m<n  και n<s ⇒  m<s 
6.  m<n  και s= t  ⇒  m+s<n+ t  
7.  m<n  και s< t  ⇒  m+s<n+ t  

Απόδειξη. 
1.  Γίνεται φανερή από το επόµενο σχήµα: 

                        Α   n                                                 Β                                                        t                                                              Γ 
 

Σχήµα 2.5α 

  X               m               Y    M           s                    N 

XY=AB  και  MN=BΓ  ⇒  ΧΥ+ΜΝ=ΑΒ+ΒΓ 
    (m=n  και s= t  ⇒  m+s=  n+ t) 

2. Γίνεται φανερή από το επόµενο σχήµα: 
              Α                              Β              t                Γ 

                                     n 
Σχήµα 2.5β 

   Χ                                  m                                Υ 

                                   Μ              s               Ν 

ΧΥ=ΑΓ  και  MΝ=ΒΓ  ⇒  ΧΥ-MΝ=ΑΓ-ΒΓ 
            (  m=n και s= t  ⇒  m-s=n-t ) 

3.  Έστω ε µια ευθεία και Α, Β, Γ και ∆ τέσσερα σηµεία της τοποθε-
τηµένα µε τη σειρά που αναφέρονται.  

Γεωµετρία 
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ε              Α   m      Β   n      Γ   s      ∆ 

Επειδή κάθε τµήµα ΧΥ είναι το ίδιο (άρα ίσο) µε το ΥΧ, θα είναι:  
      ΑΒ+ΒΓ=ΑΓ=ΓΑ=ΓΒ+ΒΑ=ΒΓ+ΑΒ . 

( m+n=n+m ) 

4. Στο προηγούµενο σχήµα θα είναι: 

(ΑΒ+ΒΓ)+Γ∆=ΑΓ+Γ∆=Α∆=ΑΒ+Β∆=ΑΒ+(ΒΓ+Γ∆) 

((m+n)+s=m+(n+s)) 
5. Επίσης, από το ίδιο σχήµα είναι φανερό ότι: 

ΑΒ<ΑΓ και  ΑΓ<Α∆   ⇒ ΑΒ<Α∆ 

(  m<n  και  n<s ⇒  m<s) 

6. Στο σχήµα που ακολουθεί θα έχουµε 

ΒΓ<ΑΓ και  Γ∆=ΖΗ   ⇒  

⇒ ΒΓ+Γ∆=Β∆ <Α∆=ΑΓ+Γ∆=ΑΓ+ΖΗ 

⇒ ΒΓ+Γ∆ <ΑΓ+ΖΗ 
 (m<n  και s= t  ⇒  m+s<n+ t) 
                          m 

              Α   Β                                   Γ     s       ∆         Ε          

                                      n  
  Σχήµα 2.5γ                                   Ζ′         t ′                    Η′        
                                           Ζ        t       Η 

7. Τέλος, στο παραπάνω σχήµα θα είναι  
ΒΓ<ΑΓ και  Γ∆<Ζ′Η′   ⇒  

⇒  ΒΓ+Γ∆<ΑΓ+Γ∆ =Α∆<ΑΕ=ΑΓ+ΓΕ=ΑΓ+Ζ′Η ′  

⇒ ΒΓ+Γ∆ <ΑΓ+Ζ′Η′ 

 (m<n  και s< t ′  ⇒  m+s<n+ t ′) 

§2. Ευθύγραµµα Τµήµατα 
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∆ύο σηµεία Α και Β ορίζουν ένα τµήµα ΑΒ. ∆ύο τµήµατα µπορεί 
είτε να είναι ίσα είτε το ένα να είναι µικρότερο του άλλου. Σε κάθε 
ζεύγος, λοιπόν, σηµείων Α και Β προσαρτάται ένα µέγεθος, που ανα-
φέρεται ως η απόσταση αυτών των σηµείων ή ως το µήκος του τµή-
µατος ΑΒ. ∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα δεν διαφέρουν παρά µόνο ως 
προς το µήκος τους.  Είναι εύλογο να δεχτούµε ότι 

2.6 Αξίωµα (Α11). ∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα έχουν το ίδιο µήκος, αν 
και µόνον αν είναι ίσα. Άνισα ευθύγραµµα τµήµατα έχουν οµοίως 
άνισα µήκη. Το µήκος του αθροίσµατος (ή της διαφοράς) δύο τµηµά-
των είναι ίσο µε το άθροισµα (ή τη διαφορά) των µηκών τους. 
Αν, λοιπόν, το µήκος ενός ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ το συµβολί-

σουµε µε (ΑΒ), τότε ισχύουν οι σχέσεις. 

i) (ΑΒ) = (Γ∆)   ⇔  ΑΒ=Γ∆, 
ii) (ΑΒ) < (Γ∆)  ⇔  ΑΒ<Γ∆, 
iii) (ΑΒ±Γ∆) = (ΑΒ) ± (Γ∆) 

Όπως είδαµε, δύο τµήµατα είναι πάντοτε συγκρίσιµα. Ωστόσο, το 
να διακρίνουµε ανάµεσα σε δύο άνισα τµήµατα απλά και µόνο ποιο 
είναι το µικρό και ποιο το µεγάλο δεν είναι ικανοποιητικό. Θα θέλαµε 
να γνωρίζουµε και πόσο πιο µεγάλο.  
Ας δούµε αυτό το πόσο στην πιο απλή του µορφή.  
Αν ΑΒ είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα, τότε επί της ηµιευθείας (Α, Β) 

υπάρχει σηµείο Γ έτσι, ώστε ΒΓ=ΑΒ (Αξίωµα 2.4).  

     Α        Β           Γ 

Σύµφωνα µ’ όσα αναφέραµε, θα είναι 
   ΑΓ= ΑΒ+ΒΓ = ΑΒ+ΑΒ, 

οπότε, 
  (ΑΓ) = (ΑΒ +ΑΒ) = (ΑΒ)+(ΑΒ) = 2(ΑΒ), 

δηλαδή, το µήκος του τµήµατος ΑΓ είναι διπλάσιο του µήκους του 
τµήµατος ΑΒ.  

Γεωµετρία 
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Λέµε, λοιπόν, πως αν λάβουµε ως µονάδα µέτρησης το τµήµα ΑΒ, 
τότε το µήκος του τµήµατος ΑΓ είναι 2. Σηµειώνουµε  

ΑΓ=2⋅ΑΒ   και  (ΑΓ) =2 (ΑΒ) 
ή ισοδύναµα   

             ΑΒ= 2
1 ·ΑΓ  και  (ΑΒ)= 2

1 (ΑΓ). 

Ανάλογα, αν το τµήµα ΜΝ είναι το άθροισµα ν προσθετέων ίσων 
µε το τµήµα ΑΒ,  

ΜΝ = ΑΒ+ΑΒ+  …+ ΑΒ , 

                                ν-φορές 

τότε λέµε πως µε µονάδα µέτρησης το τµήµα ΑΒ το µήκος του 
τµήµατος ΜΝ είναι ν. Σηµειώνουµε: 

ΜΝ=ν⋅ΑΒ   και  (ΜΝ)=ν(ΑΒ) 
ή ισοδύναµα   

            ΑΒ=ν
1 ·ΜΝ  και (ΑΒ)=ν

1 (ΜΝ) 

2.7 Ορισµός. Το γινόµενο ν⋅ΑΒ ενός φυσικού αριθµού ν επί ένα ευ-
θύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι το τµήµα που προκύπτει ως άθροισµα ν 
προσθετέων ίσων µε το τµήµα ΑΒ: 

ν⋅ΑΒ = ΑΒ + ΑΒ +…+ ΑΒ 

                                   ν-φορές 

2.8 Πρόταση. Για κάθε ζεύγος φυσικών αριθµών µ και ν και για 
τυχόντα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ ισχύουν οι σχέσεις: 

i. 1⋅ΑΒ=ΑΒ 
ii. (µ+ν)⋅ΑΒ = µ⋅ΑΒ + ν⋅ΑΒ 

iii. ν⋅(ΑΒ+Γ∆) = ν⋅ΑΒ + ν⋅Γ∆ 
iv. µ⋅(ν ⋅ΑΒ) =(µν)⋅ΑΒ   

  Απόδειξη. Απλή.♦ 

Εκτενέστερη µελέτη της έννοιας του µήκους ευθυγράµµων τµηµά-
των θα γίνει στην §11. 
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Έστω ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και Μ ένα εσωτερικό του σηµείο.  
Αν τα δύο τµήµατα ΑΜ και ΜΒ είναι ίσα, ΑΜ=ΜΒ, τότε το σηµείο 
Μ πρέπει να ονοµαστεί  µέσο του τµήµατος ΑΒ.   

     Α                    Μ                   Β 

Θα δούµε αργότερα ότι  
"Κάθε ευθύγραµµο τµήµα έχει µέσο" 4 
Ωστόσο, µπορούµε από τώρα ν’ αποδείξουµε ότι  
2.9 Πρόταση. Ένα ευθύγραµµο τµήµα έχει το πολύ ένα µέσο. 
Απόδειξη. Ας δεχτούµε, αντίθετα, ότι υπάρχει κάποιο ευθύγραµµο 

τµήµα ΑΒ που έχει δύο µέσα, έστω τα Μ και Ν. Αν το Μ κείται µετα-
ξύ των Α και Ν 5, θα είναι ΑΜ<ΑΝ. 

                                        Α                                   Μ        Ν                             Β 
 
Οπότε, 

 ΑΒ=ΑΜ+ΜΒ=ΑΜ+ΑΜ<
6
ΑΝ+ΑΝ=ΑΝ+ΝΒ=ΑΒ, 

δηλαδή  ΑΒ<ΑΒ, κι αυτό είναι άτοπο.♦ 
 

                                                 
4 Στη συνέχεια - και κυρίως στις ασκήσεις - θα αναφερόµαστε στο µέσο ενός ευθυ-
γράµµου τµήµατος, πριν αποδείξουµε ότι πράγµατι κάθε τµήµα έχει µέσο. Αυτή η 
ασυνέπεια µπορεί να εξουδετερωθεί, αν σιωπηρά εννοούµε: “…το µέσο του τµήµα-
τος…, µε την προϋπόθεση ότι αυτό  υπάρχει, ...”.   

5 Αφού τα Μ και Ν βρίσκονται µεταξύ των Α και Β, τότε υποχρεωτικά είτε το Μ εί-
ναι µεταξύ των Α και Ν είτε το Ν είναι µεταξύ των Α και Μ. Αυτός ο ισχυρισµός 
θα έπρεπε να προστεθεί στα αξιώµατα. Όµως, κάποια αξιώµατα θα τα δεχτούµε 
σιωπηρά, θα µας επιβάλλονται απλά από το σχήµα. Το αξίωµα αυτό, το οποίο α-
φορά τη σχετική θέση σηµείων πάνω σε µια ευθεία γραµµή, είναι ένα από τα ονο-
µαζόµενα αξιώµατα διάταξης. Ο Ευκλείδης δεν απαίτησε τέτοια αξιώµατα, αλλά 
η απουσία τους έγινε αισθητή µόλις τον 19ο αιώνα. Γι αυτό και σ’ ένα βιβλίο Γεω-
µετρίας που στοχεύει κυρίως στη διαισθητική-κι όχι στην απόλυτα αυστηρή-
παρουσίαση των εννοιών είναι θεµιτό κάποια αξιώµατα να γίνονται δεκτά µε σιω-
πηρό τρόπο (=να επιβάλλονται από το σχήµα), όπως σιωπηρά επίσης έγιναν δεκτά 
από τον Ευκλείδη και στη συνέχεια επί αιώνες. 

6 Γίνεται χρήση της ιδιότητας 7 της Πρότασης 2.5. 
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Έστω Α και Ο δύο σηµεία, ε η ευθεία την οποία ορίζουν και Οx η 
ηµιευθεία που δεν περιέχει το Α.  Σύµφωνα µε το Αξίωµα 2.4,  επί της 
ηµιευθείας Οx υπάρχει σηµείο Β έτσι, ώστε ΑΟ=ΟΒ. Το σηµείο Β 
ονοµάζεται συµµετρικό του Α ως προς το Ο και, αντίστροφα, το Α 
συµµετρικό του Β.   

                             ε                     Α                    Ο                Β   x 

 
2.10 Πρόταση. Ως προς δοθέν σηµείο Ο, για κάθε σηµείο Α≠Ο  υ-
πάρχει µοναδικό συµµετρικό του σηµείο Β. 
Απόδειξη. Η ύπαρξη ενός συµµετρικού του σηµείου Α τεκµηριώ-

θηκε παραπάνω ως συνέπεια του Αξιώµατος 2.4. Έστω Β, λοιπόν, ένα 
συµµετρικό σηµείο του Α ως προς το Ο. Θα δείξουµε ότι αυτό είναι 
και το µοναδικό. 

  ε   Α      Ο         Γ   Β Γ 
 

Πράγµατι, για κάθε σηµείο Γ≠Β της ηµιευθείας (Ο,Β) θα είναι είτε 
ΟΓ<ΟΒ=ΟΑ (όταν το Γ είναι µεταξύ των Ο και Β) είτε ΟΓ>ΟΒ=ΟΑ 
(όταν το Β είναι µεταξύ των Ο και Γ). Συνεπώς, δεν υπάρχει άλλο 
συµµετρικό του Α ως προς το Ο.♦ 
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Προβλήµατα - Ασκήσεις 
2.1 Έστω Α, Β, Γ και ∆ τέσσερα σηµεία µιας ευθείας τοποθετηµένα 

στη σειρά που αναφέρονται και Μ το µέσο του ευθυγράµµου τµή-
µατος Α∆. Αποδείξτε ότι “το Μ είναι µέσο και του ευθυγράµµου 
τµήµατος ΒΓ, αν και µόνον αν ΑΒ=Γ∆”. 

2.2 Έστω Α, Β, Γ και ∆ τέσσερα σηµεία µιας ευθείας τοποθετηµένα 
στη σειρά που αναφέρονται. Αποδείξτε ότι ισχύουν οι ακόλουθες 
σχέσεις: 

i) ΑΒ=Γ∆  ⇔ ΑΓ=Β∆ 
ii) ΑΒ<Γ∆  ⇔ ΑΓ<Β∆ 

iii) ΑΓ+Β∆=Α∆+ΒΓ 

2.3 Έστω Α, Β, Γ και ∆ τέσσερα σηµεία µιας ευθείας τοποθετηµένα 
έτσι, ώστε το Β να κείται µεταξύ των  Α και Γ και το Γ µεταξύ των 
Α και ∆. Αποδείξτε ότι το Γ κείται µεταξύ των Β και ∆. 

2.4 Έστω Α και Β δύο σηµεία µιας ευθείας ε, Μ το µέσο του ευθυ-
γράµµου τµήµατος ΑΒ και P ένα σηµείο της ε εξωτερικό του ΑΒ. 
Αποδείξτε ότι  

2⋅ΡΜ=ΡΑ+ΡΒ 

2.5 Έστω Α και Β δύο σηµεία µιας ευθείας ε, Μ το µέσο του ευθυ-
γράµµου τµήµατος ΑΒ και Q ένα σηµείο του τµήµατος ΜΒ. Απο-
δείξτε ότι  

2⋅QM=QA‐QB 

2.6 Έστω ΑΒ ένα ευθύγραµµο τµήµα και Ρ ένα εσωτερικό του σηµείο 
έτσι, ώστε ΑΡ <  ΡΒ. Αποδείξτε ότι 2⋅ΑΡ <ΑΒ. 
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