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� ©��à�ã

�¦¢¦¤æ«  £ � �¢é©©� §¨¦�¨�££�« ©£¦ç �å¤�  ©¬¤ã�àª â¤� ©¬¤«�¡« ¡æ
¦ ¡¦�æ£�£� £��á¢à¤ � �©«á©�à¤, §¨¦¡ç§«�  �ç¡¦¢� �§æ «�¤ �¤á¢¬©ã
«�ª æ«  �§¦«�¢�å«�  �§æ â¤� ��© ¡æ �¢à©© ¡æ §¬¨ã¤�, �§â¡«�©� «¦¬
¦§¦å¦¬ (£� ¦¨ ©£¦çª) �§¦«�¢�å «¦ ¬§æ¢¦ §¦ «�ª �¢é©©�ª. �â�� �, ¦
§�¨ ¦¨ ©£æª ©«¦¤ §¬¨ã¤� ¡�  £æ¤¦¤ «�ª �¢é©©�ª ¡á¤�  «� �¢é©©� �ç-
©®¨�©«�, �­¦ç ¡á�� §¨¦�¨�££�« ©«ãª ¬§¦®¨�é¤�«�  ¤� �¨á­�  ¡é� ¡�
� � ¨¦¬«å¤�ª ¦  ¦§¦å�ª ¬§� ©â¨®¦¤«�  ©¬®¤á ©«�¤ §¨�¡« ¡ã «�ª ©ç¤«�¥�ª
§¨¦�¨�££á«à¤. �©«æ©¦, æ«�¤ ¦ ©«æ®¦ª �å¤�  æ®  � ®¨ã©� «�ª �¢é©©�ª,
�¢¢á � £�¢â«� «à¤  � ¦«ã«à¤ «�ª, «æ«� �å¤�  ©¡æ§ £¦ ¤� §�¨ ¦¨ ©«¦ç£�
�§¢á ¡�  £æ¤¦ ©«¦¤ §¬¨ã¤�, �­¦ç ©¬¤«�¡« ¡âª ¡�«�©¡�¬âª §¦¬ £§¦¨¦ç¤
¤� ¦¨ ©«¦ç¤ �§æ «� ��© ¡á ©«¦ ®�å� «¦¬ �¢à©© ¡¦ç §¬¨ã¤� ��¤ §¨¦©�â-
«¦¬¤ ã �­� ¨¦ç¤ «å§¦«� �§¦¢ç«àª ©«�¤ ¡�«�¤æ�©ã £�ª «à¤  � ¦«ã«à¤ «�ª
�¢é©©�ª. �§ §¢â¦¤, � á­¦¨�ª �¢é©©�ª ¬¢¦§¦ ¦ç¤ ¦¬© �©« ¡á « ª å� �ª
©¬¤«�¡« ¡âª �¦£âª, �¢¢á ©¬¤ã�àª � ©¬�¡�¡¨ £â¤� ©ç¤«�¥� �§ ­á¤� �ª
«�ª ¡á�� �¢é©©�ª � �­â¨� . �¬«¦ç «¦¬ �å�¦¬ª ¦  ©¬¤«�¡« ¡âª §�¨�¢-
¢��âª �å¤�  �§å©�ª á©®�«�ª £� «¦ §¨æ�¢�£� «�ª £�¢â«�ª «�ª ��© ¡ãª
�¦£ãª £ �ª �¢é©©�ª. �å¤� , �§¦£â¤àª, ©¡æ§ £¦ ¤� ¬ ¦��«ã©¦¬£� £ �
�­�¨�£â¤� ©ç¤«�¥� ©«�¤ §�¨¦¬©å�©� ¡�  £�¢â«� £ �ª �¢é©©�ª, �§¦�¬-
£¤é¤¦¤«áª «�¤ �§æ �§ ­�¤� �¡âª ©¬¤«�¡« ¡âª ©¬£�á©� ª ¡�   � ¦£¦¨­å�ª.

� � �¢é©©� �¨�££â¤� ©� �­�¨�£â¤� ©ç¤«�¥� ¡�  � ¦§¦å� §�¨ ¦¨å��-
«�  £æ¤¦ ©� ©¬¤«�¡« âª �¦£âª «¦¬ �¢à©© ¡¦ç §¬¨ã¤� £ �ª ¦ ¡¦�â¤� �ª
�¢à©©é¤ �§¦«�¢�å «¦ §¨æ«¬§¦ �  �¬«âª « ª �¢é©©�ª ã, �¢¢ éª, â¤� ��-
£�¢ à« ¡æ �¦� ©£æ �  �¬«âª « ª �¢é©©�ª. �«© , §�¨á «� £��á¢� §¦ ¡ -
¢å� �¢à©©é¤ §¨¦�¨�££�« ©£¦ç, ¬§á¨®�  â¤�ª £ ¡¨æª �¨ �£æª ¢¦� ©£é¤
§¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� ��à¨��¦ç¤ àª ��£�¢ à« ¡¦å ¢¦� ©£¦å. �  � á­¦¨�ª §�-
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¨�¢¢��âª «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢, æ§àª �� � �§ ©«é©¦¬£�, �§¦«�¢¦ç¤ «¦¤ ¡�«'
�¥¦®ã ��£�¢ à« ¡æ ¢¦� ©£æ � � « ª ¢��æ£�¤�ª �¬¤�¨«�© �¡âª �¢é©©�ª
�¨¦�¨�££�« ©£¦ç (LISP, Scheme, ML, Haskell, C ¡¢§).

��¨å «� £â©� «�ª ��¡��«å�ª «¦¬ '30 §¨¦«á��¡�¤, ©®��æ¤ «�¬«æ®¨¦¤�,
�ç¦ � �­¦¨�« ¡á £¦¤«â¢� ¬§¦¢¦� © £æ«�«�ª. � Alan Turing �§ ¤æ�©�
£ � â¤¤¦ � �­�¨�£â¤�ª £�®�¤ãª, � ¦§¦å� �¡«�¢�å �¨ �£�« ¡¦çª ¬§¦¢¦� -
©£¦çª. �¨¦�¢ã£�«� §¦¬ �å¤�  �¢�¦¨ �£ ¡á ©«� ­ç©� «¦¬ª £§¦¨¦ç¤ ¤�
¡à� ¡¦§¦ ��¦ç¤ ©«¦ £¦¤«â¢¦ «¦¬ Turing, £� «�¤ â¤¤¦ � æ«  £§¦¨�å ¡�-
¤�åª ¤� §�¨ �¨á¯�  £ � ��®�¤ã Turing � ¦§¦å� ¬¢¦§¦ �å «¦¤ �¢�æ¨ �£¦
�§å¢¬©�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

��¨á¢¢�¢�, ¦ Alonzo Church �§ ¤æ�©� â¤� «¬§ ¡æ ©ç©«�£�, «¦ �¦-
� ©£æ ¢, ¡�  ¬§â��©� æ«  £ � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  �¢�¦¨ �£ ¡ã �¤ ¡�  £æ¤¦¤
�¤ £§¦¨�å ¤� ¦¨ ©��å ©«¦ �¦� ©£æ ¢. � ¢��æ£�¤¦ª �¦� ©£æª ¢ ®à¨åª
«ç§¦¬ª, §¨¦«á��¡� �¨® ¡á £� «�¤ §¨æ��©� ¤� §¨¦©­â¨�  â¤� �¦� ©£æ
��£�¢åà©�ª «�ª �¦� ¡ãª ¡�  «à¤ ����£�« ¡é¤. � �¨® ¡ã �¬«ã §¨æ-
��©� ��¤ ¡�¨§¦­æ¨�©�, �¢¢á ©ç¤«¦£� â� ¤� �¤« ¢�§«æ æ«  ¦ �¦� ©£æª,
©« ª � á­¦¨�ª §�¨�¢¢��âª «¦¬, £§¦¨�å ¤� ®¨�© £¦§¦ ���å £� �§ «¬®å� àª
£¦¤«â¢¦ � � «� £�¢â«� «à¤ ¬§¦¢¦�å© £à¤ (computable) ©¬¤�¨«ã©�à¤.

�¤� � �­¦¨�« ¡æ £¦¤«â¢¦ �¢�¦¨ �£ ¡æ«�«�ª, � � ©¬¤�¨«ã©� ª ©� ­¬-
© ¡¦çª �¨ �£¦çª, §¨¦©â­�¨� �§å©�ª ¡�  � ��à¨å� «à¤ �¤��¨¦£ ¡é¤ �¬-
¤�¨«ã©�à¤, � ¦§¦å� �¤�§«ç®��¡� �§æ «¦¤ Kleene ©«� §¢�å© � «�ª ��-
��£�« ¡ãª �¦� ¡ãª. �®�  §¢â¦¤ �§¦�� ®��å æ«  «� «¨å� �¬«á £¦¤«â¢�
(¡��éª ¡�  á¢¢�, §¦¬ §¨¦«á��¡�¤ �¨�æ«�¨�) �å¤�   ©¦�ç¤�£�.

� ©®��å�©� ¡�  ©ç¤«�¥� £ �ª �¢é©©�ª §¨¦�¨�££�« ©£¦ç, �å«� �¡¦-
¢¦¬��å á£�©� «¦ §¨æ«¬§¦ ¡á§¦ ¦¬ £¦¤«â¢¦¬ ¬§¦¢¦�å© £à¤ (computable)
©¬¤�¨«ã©�à¤, �å«� £§¦¨�å ¤� �� ®��å æ« , ©� «�¢�¬«�å� �¤á¢¬©�, ��¤ �§¦-
«�¢�å §�¨á ¬¢¦§¦å�©� �¤æª «â«¦ ¦¬ £¦¤«â¢¦¬. �¢é©©�ª ¦  ¦§¦å�ª �å¤� 
©ã£�¨� �¤à©«âª àª �¨¦©«�¡« ¡âª (Imperative Languages), æ§àª � Pas-
cal, ©®�� á©«�¡�¤ £� §¨æ«¬§¦ « ª ��®�¤âª Turing. �¢é©©�ª ¦  ¦§¦å�ª
�å¤�  ©ã£�¨� �¤à©«âª àª �¬¤�¨«�© �¡âª (ML, Scheme, Hope, Miranda,
C) ©®�� á©«�¡�¤ £� §¨æ«¬§¦ «¦ �¦� ©£æ ¢ (£� ã ®à¨åª «ç§¦¬ª).

�©«æ©¦, £� «�¤ �§ ¤æ�©� � �¨¡éª ¡�  § ¦ �§¦«�¢�©£�« ¡é¤ £�®�¤ -
¡é¤ £â©à¤ ¬§¦¢¦� ©£¦ç, «¦ §¨æ«¬§¦ «¦¬ ©¬¤�¨«�© �¡¦ç ¡�  ��¤ ¡æ«�¨�
�¡¦¢¦¬� �¡¦ç ¬§¦¢¦� ©£¦ç (sequential computation) ¬§¦®é¨�©� §¨¦ª
æ­�¢¦ª ¤âà¤ �¤« ¢ã¯�à¤ � � §�¨á¢¢�¢¦ ¬§¦¢¦� ©£æ. � �¤á�¡� � �
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��£�¢åà©� ¡�  �¬©«�¨ã �¤á¢¬©� «�ª â¤¤¦ �ª «�ª §�¨�¢¢�¢å�ª (concur-

rent computation) ¦�ã��©� ©«�¤ �§ ¤æ�©� ��£�¢ à« ¡é¤ �¦� ©£é¤ � �

§�¨á¢¢�¢¦ ¬§¦¢¦� ©£æ, æ§àª ¦ �¦� ©£æª CCS (Concurrent Commu-

nicating Systems), §¦¬ �¤�§«ç®��¡� �§æ «¦ Robin Milner, ¡�  � CSP

(Communicating Sequential Processes), §¦¬ �§ ¤¦ã��¡� ¡�  £�¢�«ã��¡�

�§æ «¦¤ Tony Hoare. �§ §¢â¦¤, £� «�¤ �¤á§«¬¥� «¦¬ � �� ¡«ç¦¬ ¡�  «�

�¬¤�«æ«�«� §¦¬ ��£ ¦¬¨�ã��¡� � � ¡�«�¤¦£ã ¬§¦¢¦� ©£é¤ §¦¬ �¡«�-

¢¦ç¤«�  §�¨á¢¢�¢� ©� � �­¦¨�« ¡á ¡�  �§¦£�¡¨¬©£â¤� ­¬© ¡á £â©�,

��£ ¦¬¨�ã��¡� �¤«å©«¦ ®�, ©®�« ¡á §¨æ©­�«� (©«� ��¡��«å� «¦¬ '90) ¡� 

� �¤á�¡� � � «�¤ �§ ¤æ�©� �¤æª �¤«å©«¦ ®¦¬ �¦� ©£¦ç ��£�¢åà©�ª � �

��«�¤�£�£â¤¦¬ª �§¦¢¦� ©£¦çª. �¦ ��© ¡æ §¨æ«¬§¦, §¦¬ �å¤�  �¡æ£�

¡�  ©ã£�¨� �¤« ¡�å£�¤¦ â¤«¦¤�ª £�¢â«�ª, �å¤�  ¦ ¢��æ£�¤¦ª �¦� ©£æª

§, ¦ ¦§¦å¦ª �§ ¤¦ã��¡� �§æ «¦¬ª Robin Milner, Johacim Parrow ¡� 

David Walker. �§á¨®�  §¢â¦¤ ©ã£�¨� â¤�ª £��á¢¦ª �¨ �£æª �¢à©©é¤

¦  ¦§¦å�ª ¬¢¦§¦ ¦ç¤ ©«¦ ®�å� §�¨á¢¢�¢¦¬ ¡�  ¡�«�¤�£�£â¤¦¬ ¬§¦¢¦� -

©£¦ç, æ§àª � Java, Concurrent ML (CML), Facile, Pict (¬¢¦§¦å�©� «¦¬

�¦� ©£¦ç §) ¡¢§.

� £¦¤¦�¨�­å� �¬«ã �§�¬�ç¤�«�  ©«¦¤ �¤��¤é©«� §¦¬ â®�  «¦¬¢á-

® ©«¦ £ � ��© ¡ã �¥¦ ¡�åà©� £� «�¤ §¨�¡« ¡ã «¦¬ §¨¦�¨�££�« ©£¦ç,

©� ¡á§¦ � �¢é©©� ã �¢é©©�ª. �§¦�â«à æ«  ¦ �¤��¤é©«�ª â®�  §� -

¨�£�« ©«�å «¦¬¢á® ©«¦ � � â¤� �¥á£�¤¦ £� �¢é©©�ª æ§àª � Scheme,

� ML, ã � Pascal, é©«� ¤� �å¤�  �¤« ¢�§«æ «¦ §â¨�©£� �§æ £ � ©¬-

�¡�¡¨ £â¤� �¢é©©� §¨¦�¨�££�« ©£¦ç ©� â¤� �¦� ©£æ ��£�¢åà©�ª � �

«â«¦ �ª �¢é©©�ª. �¦ ¬¢ ¡æ §¦¬ §�¨¦¬© á��«�  ©«¦ §�¨æ¤ «�ç®¦ª �å-

¤�  £�¤ «�®¤ ¡æ (£���£�« ¡æ ©«� ­ç©� «¦¬), �¢¢á «�¬«æ®¨¦¤�  � �å«�¨�

¡¦¤«á ©«�¤ §¨�¡« ¡ã «¦¬ §¨¦�¨�££�« ©£¦ç. �«æ®¦ª «�ª £¦¤¦�¨�­å�ª

�¬«ãª �å¤�  ¤� �¦��ã©�  «¦¤ �¤��¤é©«� ¤� �¤�¡�¢ç¯�  «¦ ¡¦ ¤æ ��£â-

¢ ¦ §å©à �§æ «�¤ §¦ ¡ ¢å� «à¤ �¢à©©é¤ §¨¦�¨�££�« ©£¦ç. �§å©�ª, ¤�

«¦¤ � �§� ���à�ã©�  ¤� �¤���«á «� ��© ¡ã, ��£�¢ à« ¡ã �¦£ã §å©à �§æ

¦§¦ ��ã§¦«� �¢é©©� ®� ¨å��«� . �â¢¦ª, ¤� «¦¬ ¬§¦��å¥� , â©«à ¡�  ©�

�¨® ¡æ �§å§��¦, §¦ � �å¤�  «� §¨æ«¬§� §á¤à ©«� ¦§¦å� §¨â§�  ¤� ©«�¨å��-

«�  ¦§¦ ��ã§¦«� �¨�©«�¨ æ«�«� §¦¬ ©®�«å��«�  £� «� ©®��å�©� �¢à©©é¤

§¨¦�¨�££�« ©£¦ç.

�. ��¨«é¤�ª �¡«é�¨ ¦ª 2000
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��­á¢� ¦ 1

�¦� ©£¦å ¢ ®à¨åª �ç§¦¬ª

1.1 � ©��à�ã

�¢�ª ¦  ��© ¡âª «¬§ ¡âª ©¬¤«�¡« ¡âª �¦£âª §¦¬ ©¬¤�¤«á ¡�¤�åª ©� £ �
©¬¤�¨«�© �¡ã �¢é©©� £§¦¨¦ç¤ ¤� �¤�§«¬®�¦ç¤ ¡�  ¤� £�¢�«��¦ç¤ ©«�
§¢�å© � (¡�«á¢¢�¢à¤ �§�¡«á©�à¤) «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢. �� «�¤ â¤¤¦ � �¬«ã,
¦ �¦� ©£æª ¢ �§¦«�¢�å «¦¤ ¡�«' �¥¦®ã ��£�¢ à« ¡æ �¦� ©£æ � � ©¬¤�¨-
«�© �¡æ §¨¦�¨�££�« ©£æ.

�«¦ ��­á¢� ¦ �¬«æ �� £�¢�«ã©¦¬£� «¦ �¦� ©£æ ¢ ®à¨åª «ç§¦¬ª.
��«á �§æ «�¤ §�¨¦¬©å�©� «�ª �¢é©©�ª «¦¬ ¢¦� ©£¦ç, �� §�¨¦¬© á-
©¦¬£� ¢-��à¨å�ª, �� ��å¥¦¬£� £� §¦ ¦¤ «¨æ§¦ £§¦¨¦ç¤ ¤� ¡à� ¡¦§¦ �-
�¦ç¤ ¦  ­¬© ¡¦å �¨ �£¦å àª ¢-æ¨¦  ¡�  �� §¨¦®à¨ã©¦¬£� ©«� � �§å©«à©�
æ«  ¡á�� �¤��¨¦£ ¡ã ©¬¤á¨«�©� £§¦¨�å ¤� �¡­¨�©«�å ©«� �¢é©©� «¦¬
�¦� ©£¦ç ¢. �¦ �§¦«â¢�©£� �¬«æ �å¤�  £â¨¦ª �¤æª ��© ¡¦ç �§¦«�¢â-
©£�«¦ª ©ç£­à¤� £� «¦ ¦§¦å¦ £ � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  �¤��¨¦£ ¡ã �¤ ¡� 
£æ¤¦¤ �¤ �å¤�  ¢-de�nable, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ �å¤�  ¬§¦¢¦�å© £� £� £ �
��®�¤ã Turing. �«� ©¬¤â®� � , �� §¨¦®à¨ã©¦¬£� ©«� £�¢â«� ©®â©�à¤
�¤��à�ãª ¢-æ¨à¤ (�� «¦¬¨� ¡ã �¨£�¤�å�), ¡��¦¨å�¦¤«�ª â¤� ©¬£�¦¢ ¡æ
�¨£�¤�¬«ã � � «� �¢é©©�.

9
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1.2 �ç¤«�¥� ¡�  ��à¨å�ª ¢

1.2.1 � �¢é©©� «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢

� �¢é©©� «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢ ¦¨å��«�  �¤��¨¦£ ¡á, àª �¥ãª: 1

� 3M := x (x 2 X) j �x:M jMM

æ§¦¬ X �å¤�  â¤� �§� ¨�¨ �£ã© £¦ ©ç¤¦¢¦ £�«��¢�«é¤. �ª £�«��¢�«âª
�� ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� ©¬¤ã�àª «� �¨á££�«� x; y; z; f; g; h : : : «¦¬ ¢�« ¤ ¡¦ç
�¢­á��«¦¬, � ©á�¦¤«�ª ¡�  ��å¡«�ª æ§¦«� �å¤�  �§�¨�å«�«¦, §.®. x1; x23
¡�  ¢¦ §á. �� �¨á­¦¬£� ©¬¤ã�àª �xy:M �¤«å � � �x:�y:M . �§å©�ª, ��
�¨á­¦¬£�MNK � � �R �¤«å � � (� � � ((MN)K) � � �R). � � §�¨á�� �£�, �
â¡­¨�©�MNK �å¤�  «�¬«æ©�£� £� «�¤ â¡­¨�©� (MN)K ¡�  � â¡­¨�©�
xy(�x:x) �å¤�  «�¬«æ©�£� £� «�¤ â¡­¨�©� ((xy)(�x:x)). ��¨���å�£�«�
¢-æ¨à¤, ©ç£­à¤� £� «�¤ §�¨�§á¤à ©ç¤«�¥�, �å¤�  ¡�  «� �¥ãª:

xx �x:xx �xy:yx �xf:fx(�z:z) y(�uv:yvu)xy

�¦ ©é£� �¤æª ¢-æ¨¦¬ �x:M �å¤�  � â¡­¨�©�M . �©«�, � � §�¨á�� �£�,
«¦ ©é£� «¦¬ æ¨¦¬ �x:�y:xy �å¤�  � â¡­¨�©� �y:xy. �§ ©�£�å¤¦¬£� æ« 
©«¦ �¦� ©£æ ¢ ®à¨åª «ç§¦¬ª ��¤ ¬§á¨®�  � á¡¨ ©� �¤á£�©� ©� ©¬¤�¨«ã-
©� ª ¡�  data, ã §�¨�£â«¨¦¬ª, ©« ª ¦§¦å�ª �­�¨£æ�¦¤«�  ©¬¤�¨«ã©� ª.

�§ ©�£�å¤¦¬£�, �§å©�ª, «�¤ §¢ã¨� �§¦¬©å� ©«���¨é¤ §¦¬ ¬§¦��¢é-
¤¦¬¤ (­¬© ¡¦çª) �¨ �£¦çª, ¡��éª ¡�  ©¬¤�¨«�© �¡é¤ ©¬£�æ¢à¤ (©ç£-
�¦¢� §¨á¥�à¤) §¦¬ ¬§¦��¢é¤¦¬¤ �¨ �£�« ¡âª §¨á¥� ª. �� � �§ ©«é-
©¦¬£� �¨�æ«�¨� æ«  ¦ �¦� ©£æª ¢ â®�  «�¤ �§�¨�å«�«� �¡­¨�©« ¡ã �ç-
¤�£�, é©«� ¤� ¡à� ¡¦§¦ ã©¦¬£� ©«¦ �©à«�¨ ¡æ «¦¬ «æ©¦ «¦¬ª ­¬© ¡¦çª
�¨ �£¦çª, æ©¦ ¡�  « ª ©¬¤�� ©£â¤�ª �¨ �£�« ¡âª §¨á¥� ª.

�¤�ª æ¨¦ª «�ª £¦¨­ãª MN ¦¤¦£á��«�  æ¨¦ª (ã â¡­¨�©�) �­�¨£¦-
�ãª (application). � � §�¨á�� �£�, � â¡­¨�©� (�x:xy)(�z:z), �¢¢á ¡� 
� â¡­¨�©� x(�u:uu) �å¤�  �¡­¨á©� ª �­�¨£¦�ãª. �¤�ª æ¨¦ª «�ª £¦¨­ãª
�x:M ¦¤¦£á��«�  æ¨¦ª (ã â¡­¨�©�) �­�å¨�©�ª (abstraction). ��£ «ã

1�� á¢¢� ¢æ� �, �¡­¨á©� ª «�ª �¢é©©�ª � �å¤�  (1) ¦  £�«��¢�«âª x 2 X, ¡� 

(2) �¤ M;N 2 � ¡�  x 2 X, «æ«� ¡�  �x:M; MN 2 �.
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â¡­¨�©�, ©«� �¢é©©� «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢ ®à¨åª «ç§¦¬ª, �å¤�  ¡�  ¡á��
â¡­¨�©� «�ª £¦¨­ãª FF (�­�¨£¦�ã «�ª F ©«¦¤ ��¬«æ «�ª).

�«� �¢é©©� «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢ ¬§á¨®¦¬¤ £æ¤¦ �ç¦ «�¢�©«âª

� : X � � �! � apply : �� � �! �

�¬¤��å��«�  æ£àª ¤� �¨á­¦¬£� MN �¤«å � � apply(M;N) ¡�  �x:M
�¤«å � � �(x;M).

� � ¡á�� £�«��¢�«ã x 2 X, §¨¦¡ç§«�  â¤�ª «�¢�©«ãª �x : � �! �.
�� £ � â¡­¨�©� �x:M , ¢â£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª �x ��©£�ç�  «� £�«��¢�«ã x
©«¦ �©à«�¨ ¡æ «¦¬ ©é£�«¦ªM «¦¬ ¢-æ¨¦¬. � � §�¨á�� �£�, � £�«��¢�«ã
x �å¤�  ��©£�¬£â¤� ©«¦¤ æ¨¦ �x:xy, �¤é � £�«��¢�«ã y �å¤�  �¢�ç��¨�
©«¦¤ æ¨¦ �¬«æ. � � ©¬�¡�¡¨ £â¤� £�«��¢�«ã £§¦¨�å ¤� �£­�¤å��«� 
«�¬«æ®¨¦¤� �¢�ç��¨� ¡�  ��©£�¬£â¤� ©� £ � â¡­¨�©�, æ§àª � £�«��¢�«ã
y ©«�¤ â¡­¨�©� (�y:yx)y.

�¨å�¦¬£� «�¤ â¤¤¦ � «�ª �¢�ç��¨�ª £�«��¢�«ãª £� �¬©«�¨æ «¨æ§¦,
àª �¥ãª:

FV (x) = fxg

FV (�x:M) = FV (M) n fxg

FV (MN) = FV (M) [ FV (N)

�¤�ª æ¨¦ª M �å¤�  ¡¢� ©«æª, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ FV (M) = ; ¡�  �¤¦ -
®«æª �¤ ��¤ �å¤�  ¡¢� ©«æª. �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¡¢� ©«é¤ æ¨à¤ «�ª �¢é©©�ª
� ©¬£�¦¢å��«�  £� �0.

��¨á�� �£� 1.2.1 FV (xy) = fx; yg, FV (�z:xy) = fx; yg n fzg = fx; yg.
�§å©�ª, FV (�x:�y:xyz) = fzg, �­¦ç FV (�y:xyz) = fx; zg ¡�  � £�«��¢�«ã
x ��©£�ç�«�  �§æ «¦¤ «�¢�©«ã �x. � æ¨¦ª �x:x �å¤�  §¨¦­�¤éª ¡¢� ©«æª.
� æ¨¦ª �x:fx �å¤�  �¤¦ ®«æª. �¦ ¡¢�å© £æ «¦¬ §¨¦¡ç§«�  £� �â©£�¬©� «�ª
£�«��¢�«ãª f , æ§àª ©«¦¤ æ¨¦ �f:�x:fx.

�¤M �å¤�  £ � â¡­¨�©� ©«� �¢é©©� «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢, «æ«� £� «¦ ©¬£�¦-
¢ ©£æ M [N=x] �¤¤¦¦ç£� «�¤ â¡­¨�©� §¦¬ §¨¦¡ç§«�  £� �¤« ¡�«á©«�©�
«�ª â¡­¨�©�ª N ©«� �â©� ¡á�� �¢�ç��¨�ª �£­á¤ ©�ª «�ª £�«��¢�«ãª x
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�å¤�¡�ª 1.1: �¨á¥� �¤« ¡�«á©«�©�ª

x[N=y] =

(
N �¤ y = x

x �¤ y 6= x

(�x:M)[N=y] =

(
�x:M [N=y] �¤ y 6= x ¡�  x 62 FV (N)
��¤ ¦¨å��«�  �¤ y = x � x 2 FV (N)

(FM)[N=x] = F [N=x]M [N=x]

©«�¤ M . � � §�¨á�� �£�, �¤ M = �x:yx «æ«� M [N=y] = �x:Nx, �¤é
M [N=x] = M (� æ«  � x ��¤ �å¤�  �¢�ç��¨� � � �¤« ¡�«á©«�©�, �­¦ç
��©£�ç�«�  �§æ «¦¤ «�¢�©«ã �x). �å¤�  æ£àª �¬¤�«æ, ©«�¤ �¡«â¢�©�
£ �ª �¤« ¡�«á©«�©�ª, ¤� §¨¦¡¢���å «¬®�å� �â©£�¬©� £ �ª £�«��¢�«ãª,
§¨á�£� §¦¬ �å¤�  �¤�§ �ç£�«¦. �æ�¦¬ ®á¨ ¤, ®à¨åª §�¨ ¦¨ ©£¦çª ©«�¤
§¨á¥� «�ª �¤« ¡�«á©«�©�ª �� �å®�£� (�x:yx)[(�z:zx)=y] = �x:(�z:zx)x.
�«© , � £�«��¢�«ã x §¦¬ �£­�¤å��«�  �¢�ç��¨� ©«�¤ â¡­¨�©� �z:zx ��-

©£�ç�«� , æ«�¤ �¡�«�¢�å«�  � �¤« ¡�«á©«�©�. �§¦¨¦ç£� ¤� �§¦­ç�¦¬£�
­� ¤æ£�¤� �¬«¦ç «¦¬ �å�¦¬ª, ¦¨å�¦¤«�ª «� ©¬¤«�¡« ¡ã §¨á¥� «�ª �¤« -
¡�«á©«�©�ª £� �¬©«�¨æ «¨æ§¦, æ§àª ©«¦¤ �å¤�¡� 1.1.

�«© , � � §�¨á�� �£�, � �¤« ¡�«á©«�©� (�y:yx)[y=x] ��¤ ¦¨å��«� .
�¦ å� ¦  ©®ç�  ¡�  � � «�¤ �¤« ¡�«á©«�©� (�y:yx)[(�z:yz)=x].

�â£� æ«  ¦ æ¨¦ª N �å¤�  �¢�ç��¨¦ª � � «� £�«��¢�«ã x ©«¦¤ æ¨¦
M , æ«�¤ ��¤ ¬§á¨®�  £�«��¢�«ã y 2 FV (N) � ¦§¦å� ¤� ��©£�ç�«�  ©«¦¤
æ¨¦ M [N=x] �§æ â¤�¤ «�¢�©«ã �y ¦ ¦§¦å¦ª �£­�¤å��«�  ©«¦¤ M .

��¨���å�£�«� ¡�  �©¡ã©� ª

1.1 �§¦¢¦�å©«� «� ©ç¤¦¢� FV (M) � � «¦¬ª §�¨�¡á«à æ¨¦¬ª M

�xy:x�z:xy(uz) (�u:u)(�xy:x�z:xy(uz)) �u:u(�xy:x�z:xy(uz))

1.2 �¦ âª �§æ « ª §�¨�¡á«à �¤« ¡�«�©«á©� ª �å¤�  �§ «¨�§«âª; (�¥��ã©«�)

y[(�x:xy)=x] y[(�x:xy)=y] (�x:xy(xx))[zxz=y]
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(�x:xy(xx))[zxz=x] (�x:xyx)[(�u:xux)=y]

1.3 (Barendregt) �¨å�¦¬£� «¦ £ã¡¦ª `(M) �¤æª æ¨¦¬ M àª «¦¤ �¨ �£æ
«à¤ ©¬£�æ¢à¤ §¦¬ �£­�¤å�¦¤«�  ©«¦¤ M . �� �§��à�ã ©«¦ £ã¡¦ª «¦¬ M

�§¦��å¥«� æ« 

1. �¤ ¦ æ¨¦ªM �å¤�  æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª (application), «æ«� �å¤�  «�ª £¦¨­ãª
N1N2 � � �Nm

, � � ¡á§¦ ¦ m � 2, ¡�  æ§¦¬ N1 ��¤ �å¤�  æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª

2. �¤ ¦ æ¨¦ª M �å¤�  æ¨¦ª �­�å¨�©�ª (¢-abstraction), «æ«� �å¤�  «�ª £¦¨-
­ãª �x1 � � �xn:N , � � ¡á§¦ ¦ n � 1, ¡�  æ§¦¬ ¦ N ��¤ �å¤�  æ¨¦ª �­�å-
¨�©�ª.

��¨á�� �£� 1.2.2 �¨�© £¦§¦ é¤«�ª «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� á©¡�©� ��å®¤¦¬£� æ« 
�¤ ¦ æ¨¦ª M ��¤ �å¤�  £�«��¢�«ã, «æ«� â®�  £å� �§æ « ª �¡æ¢¦¬��ª £¦¨­âª

(�) �x1 � � �xn:xM1 � � �Mm
, n � 0; m � 0

(�) �x1 � � �xn:(�x:M0)M1 � � �Mm
, n � 0; m � 1.

�§æ�� ¥�: � æ¨¦ª M �� �å¤�  �å«� æ¨¦ª �­�å¨�©�ª, �å«� æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª.
�«�¤ §¨é«� §�¨å§«à©� �å¤�  «�ª £¦¨­ãª �x1 � � �xn:N , æ§¦¬ ¦ N ��¤ �å¤� 
æ¨¦ª �­�å¨�©�ª. �¬¤�§éª ¦ N �� �å¤�  �å«� £�«��¢�«ã, �å«� æ¨¦ª �­�¨£¦-
­ãª. �¤ ¦ � �å¤�  ¡á§¦ � £�«��¢�«ã x, «æ«� �å¤�  ©«� £¦¨­ã §¦¬ �â¢¦¬£�,
� � m = 0. �¢¢ éª ¦ N �å¤�  æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª. �'�¬«ã «�¤ §�¨å§«à©�
¦ N �å¤�  «�ª £¦¨­ãª N1 � � �Nm

, � � ¡á§¦ ¦ m � 2, ¡�  æ§¦¬ ¦ N1 ��¤
�å¤�  æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª. �¬¤�§éª, ¦ N1 �� �å¤�  �å«� ¡á§¦ � £�«��¢�«ã x,
¦§æ«� ¦ M �å¤�  «�ª £¦¨­ãª �x1 � � �xn:xN2 � � �Nm

, �å«� æ¨¦ª �­�å¨�©�ª, ��-
¢��ã «�ª £¦¨­ãª �x:M0. �'�¬«ã «�¤ §�¨å§«à©� ¦ æ¨¦ª M §�å¨¤�  «� £¦¨­ã
�x1 � � �xn:(�x:M0)N2 � � �Nm

.

�¥�«á�¦¬£� «é¨� ¡�  «�¤ §�¨å§«à©� æ§¦¬ ¦ M �å¤�  æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª.
�æ«� ¦ M �å¤�  «�ª £¦¨­ãª N1 � � �Nm

, æ§¦¬ ¦ N1 ��¤ �å¤�  æ¨¦ª �­�¨-
£¦�ãª. �§¦£â¤àª ¦ N1 �å¤�  �å«� ¡á§¦ � £�«��¢�«ã x, �å«� æ¨¦ª �­�å¨�-
©�ª. �«�¤ §¨é«� §�¨å§«à©� ¦ M �å¤�  «�ª £¦¨­ãª �x1 � � �xn:xN1 � � �Nm

, � �
n = 0. �¢¢ éª ¦ N1 �å¤�  æ¨¦ª �­�å¨�©�ª, ¦§æ«� ¦ M �å¤�  «�ª £¦¨­ãª
�x1 � � �xn:(�x:M0)N2 � � �Nm

, � � n = 0.
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�å¤�¡�ª 1.2: � ��à¨å� ¢

�x:M = �y:M [y=x] (�-conversion, y 62 FV (M))

(�x:M)N =M [N=x] (�-reduction) (N �¢�ç��¨¦ª � � «�¤ x ©«¦¤ M)

M = N
�x:M = �x:N

(¡�¤æ¤�ª ¥)

M =M (�) M = N
N =M

(S) M = N N = K
M = K

(T)

F = G
FM = GM

(LA) M = N
FM = FN

(RA)

1.2.2 �  ��à¨å�ª ¢ ¡�  ¢�

� ��à¨å� � �å¤�  � ��à¨å� §¦¬ §�¨á��«�  ©«� �¢é©©� «¦¬ �¦� ©£¦ç
¢ �§æ «� �¥ é£�«� ¡�  «¦¬ª ¡�¤æ¤�ª «¦¬ �å¤�¡� 1.2. �¨á­¦¬£�
� ` M = N �¡¨ �éª æ«�¤ �  ©æ«�«� M = N §¨¦¡ç§«�  �§æ «�
�¥ é£�«� ¡�  ¡�¤æ¤�ª «�ª ��à¨å�ª � . ��£� é¤¦¬£� æ«  «¦ �¥åà£�
«�¬«æ«�«�ª (�), ¡��éª ¡�  ¦  ¡�¤æ¤�ª (LA), (RA), (S) ¡�  (T), �å¤�  ¡�-
¤æ¤�ª ¡�  �¥ é£�«� «�ª �¦� ¡ãª «�ª �©æ«�«�ª. ��  � �å«�¨� �¥ é£�«�
¡�  ¡�¤æ¤�ª §¦¬ ®�¨�¡«�¨å�¦¬¤ «� ��à¨å� ¢ §�¨ ¦¨å�¦¤«�  ©«� �¥ é£�«�
�- ©¦�¬¤�£å�ª, �-�¤��à�ãª ¡�  «¦¤ ¡�¤æ¤� ¥.

�¦ �¥åà£� «�ª �- ©¦�¬¤�£å�ª ¡��¦¨å��  æ«  �¡­¨á©� ª §¦¬ � �­â¨¦¬¤
£æ¤¦¤ ¡�«á «¦ æ¤¦£� ��©£�¬£â¤à¤ £�«��¢�«é¤ �å¤�  å©�ª. �æ�¦¬ ®á¨ ¤
�x:xy = �z:zy. �¦ �¥åà£� «�ª �- ©¦�¬¤�£å�ª £�ª �§ «¨â§� , �§å©�ª, ¤�
®� ¨ ©«¦ç£� §�¨ §«é©� ª ©« ª ¦§¦å�ª £ � �-�¤��à�ã �� �� ã«�¤ �§ «¨�§«ã,
� � «¦ ¢æ�¦ æ«  § ��¤á ��¤ ¦¨å��«�  � �§�¨�å«�«� �¤« ¡�«á©«�©�. ��
�¥��ã©¦¬£� £� â¤� ¡�«á¢¢�¢¦ §�¨á�� �£� §�¨�¡á«à.

��¨���å�£�«�

��¨á�� �£� 1.2.3 �� �� ®��å æ«  � ` ((�f:�x:fx)(�z:z))(�u:u) = �y:y.
�§æ�� ¥�:
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1. (�f:�x:fx)(�z:z) = �x:(�z:z)x (�- reduction)

2. (�z:z)x = x (�-reduction)

3. �x:(�z:z)x = �x:x (2, �)

4. (�f:�x:fx)(�z:z) = �x:x (1-3, T)

5. ((�f:�x:fx)(�z:z))(�u:u) = (�x:x)(�u:u) (4, LA)

6. (�x:x)(�u:u) = �u:u (�-reduction)

7. ((�f:�x:fx)(�z:z))(�u:u) = �u:u (5,6, T)

8. �u:u = �y:y (�-conversion)

9. ((�f:�x:fx)(�z:z))(�u:u) = �y:y (7,8, T)

�§¦£â¤àª, ��å¥�£� æ«  � ` ((�f:�x:fx)(�z:z))(�u:u) = �y:y.

��¨á�� �£� 1.2.4 �� �� ®��å æ«  � ` (�x:xx)((�z:(�x:xx)z)u) = (uu)(uu).
�§æ�� ¥�:

1. (�x:xx)z = zz (�-reduction)

2. �z:(�x:xx)z = �z:zz (1,�)

3. (�z:(�x:xx)z)u) = (�z:zz)u (2,LA)

4. (�z:zz)u = uu (�-reduction)

5. (�z:(�x:xx)z)u = uu (3,4, T)

6. (�x:xx)((�z:(�x:xx)z)u) = (�x:xx)(uu) (5, �)

7. (�x:xx)(uu) = (uu)(uu) (�-reduction)

8. (�x:xx)((�z:(�x:xx)z)u) = (uu)(uu) (6,7, T)

�§¦£â¤àª, §¨á�£�«  � ` (�x:xx)((�z:(�x:xx)z)u) = (uu)(uu).

�«� ©¬¤â®� � �� �å¤¦¬£� �§¦��å¥� ª ®à¨åª á£�©� �¤�­¦¨á ©«¦¤ ¡�¤æ¤� §¦¬
�­�¨£æ©«�¡�, �¨á­¦¤«�ª «�¤ �§æ�� ¥�, � � §�¨á�� �£�, ©«� £¦¨­ã:
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(�x:xx)((�z:(�x:xx)z)u)=(�x:xx)((�z:zz)u)
=(�x:xx)(uu)
=(uu)(uu)

��¨á�� �£� 1.2.5 ��à¨¦ç£� «�¤ â¡­¨�©� (�x:�y:yx)y. � � �§¨æ©�¡«� �-
�¤��à�ã �� ¡�«â¢��� ©«�¤ \�§æ�� ¥�" æ«  �y:yy = (�x:�y:yx)y. �©«æ©¦,

(�x:�y:yx)y = (�y:yx)[y=x] (� � reduction)

�¢¢á � �¤« ¡�«á©«�©� «¦¬ x �§æ «¦ y ��¤ �å¤�  �§ «¨�§«ã (�¢. «¦¤ ¦¨ ©£æ «�ª
§¨á¥�ª «�ª �¤« ¡�«á©«�©�ª). � � ¤� £§¦¨â©¦¬£� ¤� �¡«�¢â©¦¬£� «¦ �ã£� «�ª
�-�¤��à�ãª, ®¨� á��«�  §¨é«� ¤� £�©¦¢��ã©�  â¤� �ã£� �-�¤��à�ãª. �©«�, �
©à©«ã �¤��à�ã «�ª �¨® ¡ãª â¡­¨�©�ª �¤« ¡�� ©«á §¨é«� «�¤ â¡­¨�©� �y:yx
£� £ � �- ©¦�ç¤�£ã «�ª, â©«à «�¤ �u:ux, ¡�  �¡«�¢�å ¡�«æ§ ¤ «¦ �ã£� «�ª
�-�¤��à�ãª. �©«�, (�x:�y:yx)y=(�x:�u:ux)y= (�u:ux)[y=x]=�u:uy.

�«� £���£�« ¡ã (©¬¤¦¢¦��à¨�« ¡ã) £¦¤«�¢¦§¦å�©� «à¤ ©¬¤�¨«ã-
©�à¤, £ � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦ � �«�«��£â¤à¤ ��¬�é¤. �å¤� 
©¬¤â§� � «¦¬ �¥ é£�«¦ª «�ª �¡«�©�ª (Extensionality) «�ª ��à¨å�ª �¬-
¤æ¢à¤ æ«  �ç¦ ©¬¤�¨«ã©� ª f; g (£� «¦ å� ¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç) «�¬«å�¦¤«� 
�¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤  ©®ç�  dom(f) = dom(g) ¡�  8x 2 dom(f) fx = gx. �
��à¨å� ¢ ��¤  ¡�¤¦§¦ �å «¦ �¥åà£� «�ª �¡«�©�ª, «¦ ¦§¦å¦ ©«� �¢é©©�
«¦¬ �¦� ©£¦ç ¢ �¤�� �«¬§é¤�«�  £� «� £¦¨­ã «¦¬ ¡�¤æ¤�

Mx = Nx

M = N
(Ext) x 62 FV (M) [ FV (N)

� ��à¨å� §¦¬ §¨¦¡ç§«�  £� §¨¦©�ã¡� «¦¬ ¡�¤æ¤� Ext ©¬£�¦¢å��«�  £�
¢+Ext. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  � ��à¨å� �¬«ã �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «� ��à¨å�
¢� §¦¬ §¨¦¡ç§«�  §¨¦©�â«¦¤«�ª ©«� ��à¨å� ¢ «¦ £¦¤�� ¡æ �¥åà£�

�x:Mx =M x 62 FV (M) (¡�¤æ¤�ª �)

��é¨�£� 1.2.1 �  ��à¨å�ª ¢+Ext ¡�  ¢� �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.

�§æ�� ¥�: �©¦�¬¤�£å� «à¤ �ç¦ ��à¨ é¤ ©�£�å¤�  æ«  �§¦�� ¡¤ç¦¬¤
�¡¨ �éª « ª å� �ª  ©æ«�«�ª. �� ��å¥¦¬£� æ«  ¢+Ext ` � ¡�  æ«  � ��à¨å�



��­. 1: �¦� ©£æª ¢ ®à¨åª �ç§¦¬ª 17

¢� �å¤�  ¡¢� ©«ã àª §¨¦ª «¦¤ ¡�¤æ¤� Ext (��¢��ã, �¤ ¢� ` Mx = Nx,
æ§¦¬ x 62 FV (MN), «æ«� �§å©�ª ¢� `M = N).

�©«à M «¬®æ¤ æ¨¦ª ¡�  N = �x:Mx. �� ��å¥¦¬£� æ«  ¢+Ext `
M = N . �¢¢á §¨¦­�¤éª, £� �-�¤��à�ã, Nx = (�x:Mx)x =Mx é©«�,
�­�¨£æ�¦¤«�ª «¦¤ ¡�¤æ¤� Ext, §¨¡ç§«�  M = N , ��¢��ã M = �x:Mx.
�¬¤�§éª, ¢+Ext ` �.

�¤«å©«¨¦­�, â©«à æ«  ¢� `Mx = Nx. �æ«� ¢� ` �x:Mx = �x:Nx,
£� ®¨ã©� «¦¬ ¡�¤æ¤� ¥. �¬¤�§éª, �§� �ã ¢� ` �x:Mx = M , §¨¦¡ç§«� 
æ«  ¢� `M = N .

��¨á�� �£� 1.2.6 �«� §¢�å© � «�ª ��à¨å�ª � � �¥å©à©� �x:Mx = M

 ©®ç�  £æ¤¦ ©�  � �å«�¨�ª §�¨ §«é©� ª. � � §�¨á�� �£�, �¤M = �y:N [y], æ§¦¬
¦ ©¬£�¦¢ ©£æª N [y] ©�£�å¤�  æ«  � ¬§¦�� ¡¤¬æ£�¤� £�«��¢�«ã �£­�¤å��«� 
©«¦¤ æ¨¦ N , «æ«� â®¦¬£�

�x:Mx = �x:(�y:N [y])x = �x:N [x] = �y:N [y] =M

� â¤¤¦ � «¦¬ ¬§¦æ¨¦¬ ¦¨å��«�  £� �¤��¨¦£ã ©«� �¦£ã �¤æª æ¨¦¬.
�¨å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ Sub(M) «à¤ ¬§¦æ¨à¤ �¤æª æ¨¦¬ M , àª �¥ãª:

Sub(x) = fxg

Sub(�x:N) = f�x:Ng [ Sub(N)

Sub(NK) = Sub(N) [ Sub(K) [ fNKg

�â£� æ«  â¤�ª ¢-æ¨¦ª � �å¤�  ©� �-¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã (normal form)
�¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ ��¤ â®�  ¡�¤â¤�¤ ¬§¦æ¨¦ «�ª £¦¨­ãª (�x:N)K. � �
§�¨á�� �£�, ¦ æ¨¦ª �x:x �å¤�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã. �â£� �§å©�ª æ«  ¦
æ¨¦ª M â®�  £ � ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ ¬§á¨®�  æ¨¦ª M 0 ©�
¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã � � «¦¤ ¦§¦å¦ � ` M = M 0. �¤«å©«¦ ®� ¦¨å��«�  �
â¤¤¦ � «�ª ��-¡�¤¦¤ ¡ãª £¦¨­ãª ¡�  � � «� ��à¨å� ¢�, £� «¦¤ §¨æ©��«¦
§�¨ ¦¨ ©£æ æ«  ��¤ ¬§á¨®�  ¬§¦æ¨¦ª «�ª £¦¨­ãª �x:Kx, £� x 62 FV (K).

� � §�¨á�� �£�, ¦ æ¨¦ª (�x:xy)�z:z ��¤ �å¤�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã.
�©«æ©¦,

(�x:xy)�z:z = (�z:z)y = y
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é©«� � ` (�x:xy)�z:z = y ¡�  �§¦£â¤àª ¦ æ¨¦ª (�x:xy)�z:z â®�  (�-)
¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã.

�¤�ª ¢-æ¨¦ª �å¤�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã ¡�­�¢ãª (head normal form),
£� £�«��¢�«ã ¡�­�¢ãª «� £�«��¢�«ã x, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ �å¤�  «�ª £¦¨­ãª
�x1 � � �xn:xM1 � � �Mm

, � � n;m � 0 (��ª �§å©�ª «�¤ �©¡�©� 1.2.2). �¤
n = 0, «æ«� ¦ æ¨¦ª �å¤�  «�ª £¦¨­ãª xM1 � � �Mm

. �¤ �§å©�ª m = 0, «æ«�
¦ æ¨¦ª �å¤�  �§¢á � £�«��¢�«ã x. �¤�ª æ¨¦ª M â®�  ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã
¡�­�¢ãª �¤ ¬§á¨®�  æ¨¦ª M 0 §¦¬ �å¤�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã ¡�­�¢ãª ¡� 
� � «¦¤ ¦§¦å¦ � `M =M 0.

��¤ �å¤�  æ£àª �¬¤�«æ ¤� �¨���å ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã � � æ¢¦¬ª «¦¬ª
æ¨¦¬ª. � � §�¨á�� �£�, ¦ æ¨¦ª 
 = (�x:xx)(�x:xx) ��¤ â®�  ¡�¤¦¤ ¡ã
£¦¨­ã.

�ã££� 1.2.2 �á�� æ¨¦ª ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã, �å¤�  ¡�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã

£¦¨­ã ¡�­�¢ãª.

�§æ�� ¥�: �©«à N æ¨¦ª ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã. �¤ ¦ N �å¤�  £ � £�-
«��¢�«ã, N = x, «æ«� �å¤�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã ¡�­�¢ãª. �¤ �å¤�  æ¨¦ª
�­�å¨�©�ª, N = �x:A, «æ«� �� §¨â§�  ¦ ¬§¦æ¨¦ª A ¤� �å¤�  �§å©�ª ©�
¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã. �� �§��à�ã, â©«à A = �y1 � � � yn:zB1 � � �Bm

. �æ«�
N = �xy1 � � � yn:zB1 � � �Bm

¡�  �å¤�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã ¡�­�¢ãª. �¤,
«â¢¦ª, ¦ N �å¤�  æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª, «æ«� �§æ «�¤ �©¡�©� 1.3 �¤à¨å�¦¬£�
æ«  â®�  «� £¦¨­ã N = N1 � � �Nk

, æ§¦¬ ¦ N1 ��¤ �å¤�  æ¨¦ª �­�¨£¦�ãª.
�¢¢á ¦ N1 ��¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  ¦ç«� æ¨¦ª �­�å¨�©�ª, � æ«  ¬§¦�â«¦¬£�
æ«  ¦ N �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã. �¬¤�§éª ¦ N1 �å¤�  £�«��¢�«ã, ¦§æ«�
N = xN2 � � �Nk

¡�  �å¤�  ©� ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã ¡�­�¢ãª.

�  �¡æ¢¦¬�¦  «�¢�©«âª �å¤�  ®¨ã© £¦ :

I = �x:x K = �xy:x

K� = �xy:y S = �xyz:xz(yz)
B = �xyz:x(yz) C = �xyz:xzy

�¬¤�§éª  ©®ç¦¬¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª  ©æ«�«�ª ©«� ��à¨å� � .

IM =M KMN =M K�MN = N SMNL =ML(NL)
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��£� é¤¦¬£�  � �å«�¨� æ«  ¦  «�¢�©«âª S, K, I �å¤�  � �á©� «�ª ¦¤¦£��æ-
£�¤�ª �¬¤�¬�©« ¡ãª �¦� ¡ãª (Combinatory Logic). � � «�¤ �¤á§«¬¥�
��£á«à¤ §¦¬ ©®�«å�¦¤«�  £� «�¤  ©¦�¬¤�£å� «�ª Combinatory Logic £�
«¦ �¦� ©£æ ¢, §�¨�§â£§¦¬£� «¦¤ �¤��¤é©«� ©«¦ [2].

��¨���å�£�«� ¡�  �©¡ã©� ª

��¨á�� �£� 1.2.7 �©®ç�  ¢� ` C = S(BBS)(KK).
�§æ�� ¥�: � � ¡á�� x; y; z  ©®ç� 

S(BBS)(KK)xyz = BBSx(KKx)yz
= B(Sx)(KKx)yz
= B(Sx)Kyz

= Sx(Ky)z
= xz(Kyz)
= xzy

= Cxyz

¡�  ©¬¤�§éª ��å¥�£� æ«  ¢� ` C = S(BBS)(KK).

1.4 �¦ �ª �§æ « ª §�¨�¡á«à  ©æ«�«�ª §¨¦¡ç§«¦¬¤ £� ��£ «ã �­�¨£¦�ã «¦¬
�¥ é£�«¦ª «�ª �- ©¦�¬¤�£å�ª (�-conversion);

� �x:yx = �y:yy

� �x:�y:xy = �y:�x:yx

� �x:xy = �y:yx

� �x:�u:u = �y:�z:z

1.5 �¦ �ª �§æ « ª §�¨�¡á«à �-�¤��à�âª �å¤�  â�¡¬¨�ª;

� (�y:yx)x = yx

� (�z:�y:zyx)y = �y:yyx

� (�x:�y:xyx)(xy) = �y:(xy)y(xy)

1.6 �§¦��å¥«� æ«  � ` (�xyz:xyz)((�u:u)(yz)) = �ux:(yz)ux.
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1.7 �§¦��å¥«� æ«  � ` SKK = I

1.8 ��å¥«� æ«  � ` SKS = I

1.9 ��å¥«� æ«  � ` SIII = I

1.10 �©«à � = (�x:xx)(�x:xx). �¨�å«� §�¨���å�£�«� ¢-æ¨à¤ �, �, â«© 
é©«� ¦ æ¨¦ª (�x:xI�)M ¤� â®�  ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã, �¤é ¦ æ¨¦ª (�x:xI�)N ¤�
£�¤ â®�  ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã.

1.11 �©«à X = SI. ��å¥«� æ«  � ` XXXX = X(X(XX))

1.12 ��å¥«� æ«  ¦ æ¨¦ª (�y:yyy)((�ab:a)I(SS)) â®�  ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã.

1.13 ��å¥«� æ«  ¦ æ¨¦ª SSSSSSS â®�  ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨­ã.

1.14 ��å¥«� æ«  ¦ æ¨¦ª (�yz:zy)((�x:xxx)(�x:xxx))(�u:I) â®�  ¡�¤¦¤ ¡ã
£¦¨­ã.

1.2.3 �¨ �£¦©ç£�¦¢�, ��ç�� ¡�  � £âª �¢ã�� �ª

�§àª §�¨�«�¨ã©�£� ã��, � �¢é©©� «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢ ��¤ §�¨ ¢�£�á¤� 
©«���¨âª � � «�¤ ¬§¦�ã¢à©� (­¬© ¡é¤) �¨ �£é¤, �¢¢á ¦ç«� ¡�  ©¬¤�¨-
«�© �¡á ©ç£�¦¢� � � «�¤ ¬§¦�ã¢à©� �¨ �£�« ¡é¤ §¨á¥�à¤. �©«æ©¦,
� ©¬¤«�¡« ¡ã �¦£ã «¦¬ �¦� ©£¦ç ¢ £áª �§ «¨â§�  ¤� ¡à� ¡¦§¦ ã©¦¬£�
«æ©¦ «¦¬ª ­¬© ¡¦çª �¨ �£¦çª, æ©¦ ¡�  « ª �¨ �£�« ¡âª §¨á¥� ª. � ©á-
�¦¬£� §¨é«� ¦¨ ©£¦çª � � « £âª �¢ã�� �ª, ¡��éª ¡�  â¤� £�®�¤ ©£æ
¡à� ¡¦§¦å�©�ª � �«�«��£â¤à¤ ��¬�é¤.

� � «�¤ ¡à� ¡¦§¦å�©� «à¤ « £é¤ �¢ã�� �ª �â«¦¬£� T=K ¡�  F=K�.
�¦ conditional if B then M else N £§¦¨�å ¤� �¤�§�¨�©«���å £� «�¤
â¡­¨�©� ��� . �¨á�£�« ,  ©®ç�  TMN = KMN = M ¡�  FMN =
K�MN = N .

� � «�¤ ¡à� ¡¦§¦å�©� � �«�«��£â¤à¤ ��¬�é¤ ��à¨¦ç£� «� ©¬¤á¨-
«�©� pair = �xyz:zxy. � � � �¬¡æ¢¬¤©�, �¨á­¦¬£� (x; y) �¤«å � �
pairxy. �©«�, (M;N) = �z:zMN . �¨å�¦¬£� « ª ©¬¤�¨«ã©� ª head
¡�  tail, �â«¦¤«�ª

head = �x:xT tail = �x:xF
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�¬¤�§éª â®¦¬£�

head(M;N) = (M;N)T = (M;N)K = (�z:zMN)K = KMN =M

tail(M;N) = (M;N)F = (M;N)K� = (�z:zMN)K� = K�MN = N

� ¢-æ¨¦ª �z:zMN £§¦¨�å ¤� ��à¨���å �§¦£â¤àª æ«  �¤�§�¨ ©«á §¨á�-
£�«  «¦ � �«�«��£â¤¦ ��ç�¦ª (M;N)

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� � ©á�¦¬£� �¨ �£¦©ç£�¦¢� ©«� �¢é©©� «¦¬ �¦-
� ©£¦ç ¢, �â«¦¤«�ª

0 = I n+ 1 = (F;n)

��é¨�£� 1.2.3 �§á¨®¦¬¤ «�¢�©«âª S+, P� ¡�  Z? â«©  é©«�, � �

¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n ¤� â®¦¬£�

Z?0 = T Z?(n+ 1) = F S+n = n+ 1 P�(n+ 1) = n

�§æ�� ¥�: �¨å�¦¬£�

S+ = �x:(F; x) P� = �x:xF Z? = �x:xT

¡�  �­ã¤¦¬£� ©«¦¤ �¤��¤é©«� «¦¤ â¢��®¦ æ«   ©®ç¦¬¤ ¦   ©æ«�«�ª «¦¬
��à¨ã£�«¦ª.

�©¡ã©� ª

1.15 ��å¥«� æ«  ¦  ¦¨ ©£¦å «à¤ «�¢�©«é¤ S+, P� ¡�  Z? §¦¬ �æ��¡�¤ ©«�¤
�§æ�� ¥� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª 1.2.3  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¥ ©é©� ª §¦¬ �¤�­â¨¦¤«� 
©«�¤ �¡­é¤�©� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª.

1.16 �®¦¬£� ¦¨å©�  0=I=�x:x ¡�  n+ 1 = (F;n). ��å¨¤¦¤«�ª ¬§æ¯� «¦¤
«¨æ§¦ £� «¦¤ ¦§¦å¦ ¦¨å©«�¡� «¦ � �«�«��£â¤¦ ��ç�¦ª, �¨á¯«� «¦¬ª ¢-æ¨¦¬ª
§¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©«� �¨ �£¦©ç£�¦¢� 1, 2, 3, 4, 5.

1.17 (��ç��) �  ��£�¢ é�� ª  � æ«�«�ª £ �ª ©¬¤á¨«�©�ª ��ç�¦¬ª hx; yi �å¤� 
æ«  ¬§á¨®¦¬¤ ©¬¤�¨«ã©� ª §¨¦�¦¢ãª 1st ¡�  2nd, â«©  é©«�

1. 1sthx; yi = x ¡�  2ndhx; yi = y
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2. h1st(P ); 2nd(P )i = P , �¤ P = hM;Ni

3. hx; yi = hx0; y0i �¤¤ x = x0 ¡�  y = y0

�§ ���� é©«� æ«  � ©¬¤á¨«�©� ��ç�¦¬ª, æ§àª «�¤ ¬¢¦§¦ ã©�£� � � «¦ �¦� ©£æ
¢,  ¡�¤¦§¦ �å �¬«âª « ª ©¬¤�ã¡�ª.
��¨�«ã¨�©�: ��£� é¤¦¬£� æ£àª æ«  ��¤  ©®ç�  � � â¤�¤ �¬��å¨�«¦ æ¨¦ M ,
æ«  ¢ ` pair(headM)(tailM) =M .

1.18 �¨å©«� §�§�¨�©£â¤�ª �¡¦¢¦¬�å�ª hM1; � � � ;Mn
i ¡�  ©¬¤�¨«ã©� ª §¨¦-

�¦¢ãª �n
i
hM1; � � � ;Mn

i =M
i
.

1.19 (�¦� ¡¦å �ç¤��©£¦ ) �§ ���� é©«� æ«  ¦ ¢-æ¨¦ª �x:xFT ¦¨å��  «�
¢¦� ¡ã ©¬¤á¨«�©� not. �§ ���� é©«� �§å©�ª æ«  ¦ ¢-æ¨¦ª �xy:xyF ¦¨å��  «�
¢¦� ¡ã ©¬¤á¨«�©� and. �¦ æª ¢-æ¨¦ª ¦¨å��  «� ¢¦� ¡ã ©¬¤á¨«�©� or?

1.20 ��«�­¨á©«� ©� ¡é� ¡� Scheme «¦¬ª ¦¨ ©£¦çª «à¤ « £é¤ �¢ã�� �ª ¡� 
«à¤ ¢¦� ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¡�  ¬§¦�á¢«� � � �¡«å£�©� §¨¦�¨á££�«� «�ª £¦¨-
­ãª (AND FALSE TRUE), (NOT (OR FALSE FALSE)). �á¤«� «¦ å� ¦ � � «¦
conditional, ¦¨å�¦¤«�ª «¦ IF æ§àª ©«¦ �¦� ©£æ ¢ ®à¨åª «ç§¦¬ª ¡�  ¬§¦�á¢«�
©®�« ¡á §¨¦�¨á££�«� � � �¨£ã¤�¬©� �§æ «¦¤ �¨£�¤�¬«ã «�ª Scheme.

1.21 �¤ �å«� � `M = T, �å«� � `M = F, «æ«� � ` not(notM) =M .

1.22 ��å¥«� æ« , �¤ � ` M = T ã � ` M = F, ¡�  � ` � = T ã
� ` � = F, «æ«� � ` not(MandN) = (notM)or(notN).

1.23 (let �¡­¨á©� ª) �å¤�  ©¬¤�� ©£â¤¦ ©� ©¬¤�¨«�© �¡âª �¢é©©�ª §¨¦-
�¨�££�« ©£¦ç ¤� ©¬£§�¨ ¢�£�á¤�«�  â¤�ª «�¢�©«ãª �¤« ¡�«á©«�©�ª, let, £�
«� ©ç¤«�¥� let x = M in N , æ«�¤ x 62 FV (M). �¥��ã©«� §éª £§¦¨�å ¤�
¦¨ ©«�å ¦ «�¢�©«ãª let ©«¦ �¦� ©£æ ¢.

1.24 �¢¦§¦ ã©«� ©«� Scheme «¦¬ª ¦¨ ©£¦çª «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ ¡�  «à¤
©¬¤�¨«ã©�à¤ «¦¬ �§æ£�¤¦¬, «¦¬ §¨¦��¦ç£�¤¦¬, ¡��éª ¡�  «¦¬ �¢â�®¦¬ �¤
¡á§¦ ¦ª �¨ �£æª �å¤�  £��â¤, £� «¦¤ §¨¦­�¤ã ¡é� ¡�
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(define I (lambda (x) x))

(define O I)

(define SUCC (lambda (x) ((pair FALSE) x)))

(define HEAD (lambda (x) (x TRUE)))

(define TAIL (lambda (x) (x FALSE)))

(define Z? HEAD)

(define PRED TAIL)

¡�  �¢â�¥«� «� ©¬£§�¨ ­¦¨á «¦¬ �¨£�¤�¬«ã, �¨á­¦¤«�ª £�¨ ¡á �§¢á ©®�« ¡á
§¨¦�¨á££�«�.

1.25 (�¨ �£¦©ç£�¦¢� «¦¬ Church) � §¨é«� ¡à� ¡¦§¦å�©� «à¤ ­¬© ¡é¤
�¨ �£é¤ àª ¢-æ¨à¤ §¨¦«á��¡� �§æ «¦ logician Alonzo Church ¡�  �å¤�  � �-
­¦¨�« ¡ã �§æ �¬«ã¤ §¦¬ ã�� §�¨¦¬© á©�£�. �å¤¦¬£�, ©«� ©¬¤â®� �, «¦¬ª
¦¨ ©£¦çª «à¤ �¨ �£¦©¬£�æ¢à¤ Church.

�¨ ©£æª 1.2.4 �©«à F;M 2 �. �¨å�¦¬£� «¦¤ æ¨¦ FnM £� �§��à�ã ©«¦¬ª

­¬© ¡¦çª, �â«¦¤«�ª

F 0M =M Fn+1M = F (FnM)

�� �¨ �£¦©ç£�¦¢� c
n
, � � ¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n, ¦¨å�¦¤«�  �§æ «� ©®â©�

c
n
= �f:�x:fnx (1.1)

�¨å�¦¬£�, �§å©�ª

A+ = �xypq:xp(ypq)
A� = �xyz:x(yz)
A

exp
= �xy:yx

9>=
>; (1.2)

��é¨�£� 1.2.5 (Rosser) � � ¡á�� ­¬© ¡¦çª n;m 2 N ,  ©®ç� 

1. (c
n
x)my = xnmy ¡� , � � m > 0, (c

n
)mx = c

n
mx

2. A+cmcn = c
m+n

3. A�cmcn = c
mn

4. A
exp
c
n
c
m
= c

n
m, �¤ m > 0.




