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�¨æ¢¦�¦ª

�¤ £§¦¨¦ç©� ¡�¤�åª ¤� ®¨�© £¦§¦ ã©�  £ � �¤�¢¦�å� � � ¤� ��å¥�  §¦ á
�å¤�  � ©®â©� «�ª �¦� ¡ãª £� «�¤ �¢�¨¦­¦¨ ¡ã �� �¤�­�¨æ«�¤ �¤�£­å-
�¦¢� ©«� �¬© ¡ã ¡�  «� ����£�« ¡ã �¤á¢¬©�. �¦¤«¨ ¡á ¡�  ©®�£�« ¡á

�¢�©© ¡ã �¬© ¡ã
����£�« ¡ã �¤á¢¬©�

=
�¢�¨¦­¦¨ ¡ã

����£�« ¡ã �¦� ¡ã

� ©¬¤á­� � «�ª �¦� ¡ãª £� «�¤ �¢�¨¦­¦¨ ¡ã �å¤�   ©®¬¨ã ¡�  §¦¢¬�§å-
§���. �â£�«� ¬§¦¢¦� © £æ«�«�ª (computability) ¡�  �§¦­�© © £æ«�«�ª
(decidability), §�¨��¦© �¡á �¤« ¡�å£�¤� «�ª ����£�« ¡ãª �¦� ¡ãª, �å-
¤�  ��© ¡ãª ©�£�©å�ª ©«�¤ �¢�¨¦­¦¨ ¡ã. �  �¢é©©�ª §¨¦�¨�££�« ©£¦ç
�å¤�  «¬§ ¡âª �¢é©©�ª �§¦£â¤àª ¡�«' �¥¦®ã¤ ©«¦ �§å¡�¤«¨¦ ¢¦� ¡ãª � �-
§¨��£á«�¬©�ª, «æ©¦ æ©¦¤ �­¦¨á �â£�«� ©¬¤«�¡« ¡ãª ��à¨å�ª æ©¦ ¡� 
©� æ«  �­¦¨á §¨¦�¢ã£�«� ©�£�© ¦¢¦�å�ª, £� æ¢�ª « ª  � ¦£¦¨­å�ª �â�� �
§¦¬ §�¨¦¬© á��  «¦ �¤« ¡�å£�¤¦ �¬«æ � � ¡á � � « ª �¢é©©�ª §¨¦�¨�£-
£�« ©£¦ç. �� «¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ «à¤ �¢à©©é¤ §¨¦�¨�££�« ©£¦ç
«â��¡� ã�� «¦ §¨æ�¢�£� £�¢â«�ª ��£�¢ à« ¡é¤ ¢¦� ©£é¤ � � §¨¦�¨�£-
£�« ©£æ. �¬§ ¡á ©¬©«ã£�«� æ§àª � CCS ¡�  � CSP ã ¦ �¦� ©£æª �,
� � ¤� �¤�­â¨¦¬£� £æ¤¦ £�¨ ¡á, ��¤ �å¤�  �¡ §¨é«�ª æ¯�àª ©¬©«ã£�«�
§¦¬ §�¨��¦© �¡á �� ��à¨¦ç¤«�¤ àª �¤« ¡�å£�¤� ¢¦� ¡ãª � �§¨��£á«�¬-
©�ª, æ§àª �¤�£­å�¦¢� �å¤�  ¦ �¦� ©£æª �, §¦¬ �§¦«�¢�å «¦ ��£�¢ à« ¡æ
¢¦� ©£æ � � ©¬¤�¨«�© �¡æ §¨¦�¨�££�« ©£æ. � � «¦¤ �¨�¬¤�«ã «�ª �¦-
� ¡ãª à©«æ©¦ ��¤ �å¤�  §�¨á «¬§ ¡á ©¬©«ã£�«� £� £ � �¬©«�¨ã «¬§ ¡ã
©ç¤«�¥�, £ � ©®â©�  ©æ«�«�ª ã §¨¦©â�� ©�ª £�«�¥ç æ¨à¤ «�ª �¢é©©�ª
¡�  £� «� ©¬¤�¡æ¢¦¬�� �¤á�¡� � � � �¨�ç¤�©� «�ª �¦£ãª �¬«ãª «�ª ©®â-
©�ª ¡�  £¦¤«�¢¦§¦å�©�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª £â©à £ �ª �¬©«�¨ãª �¨£�¤�å�ª
©� £ � ¡�«á¢¢�¢� £���£�« ¡ã �¦£ã.
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�§æ £ � á¢¢� ©¡¦§ á, £� «�¤ �¤á§«¬¥� «�ª �¢�¨¦­¦¨ ¡ãª â� ¤� � -
©��«ã ¡�  � �¤á�¡� � � «�¤ �¤á§«¬¥� ©¬©«�£á«à¤ �¦� ¡ãª ¡�«á¢¢�¢à¤
� � «�¤ â¡­¨�©�  � ¦«ã«à¤ §¨¦�¨�££á«à¤. �§á¨®�  §¢â¦¤ ©ã£�¨� £ �
§¢��é¨� «â«¦ à¤ ©¬©«�£á«à¤ §¦¬ �å¤�  ©¬¢¢¦� ¡á �¤à©«á àª Resourse
Logics, £� ©�£�¤« ¡æ«�¨¦ �¡§¨æ©à§¦ å©àª «� ¢��æ£�¤� �¨�££ ¡ã �¦-
� ¡ã «¦¬ Girard, §¦¬ §¨¦«á��¡� àª � ¢¦� ¡ã «¦¬ §�¨á¢¢�¢¦¬ ¬§¦¢¦-

� ©£¦ç. �§æ � �­¦¨�« ¡ã ¡�«�ç�¬¤©� �§å©�ª, ©¬©«ã£�«� æ§àª � �¬¤�-
£ ¡ã �¦� ¡ã (Dynamic Logic) «¦¬ Vaughan Pratt ¡�  o �¦� ©£æª � «¦¬
Dexter Kozen §¦¬ �§ «¨â§¦¬¤ «�¤ â¡­¨�©� ¡�  £�¢â«�  � ¦«ã«à¤ �¤�-
�¨¦£ ¡á ¦¨ �æ£�¤à¤ §¨¦�¨�££á«à¤ ¦­�å¢¦¬¤ «�¤ ç§�¨¥ã «¦¬ª ©«� ©¬-
¤� ��«¦§¦å�©� «�ª ©«�¤ãª ©®â©�ª �¤á£�©� ©� �¦� ¡ã ¡�  �¢�¨¦­¦¨ ¡ã
¡�  «�ª �¦¤ £æ«�«�ª «�ª ®¨ã©�ª £��æ�à¤ �¦� ¡ãª ©«� � �§¨��£á«�¬©�
§¨¦�¢�£á«à¤ ¬§¦¢¦� ©« ¡é¤ � �¨��© é¤.

�§á¨®�  æ£àª �§å©�ª ¡�   ©®¬¨ã ©¬¤á­� � «�ª �¦� ¡ãª £� «�¤ ��-
®¤�«ã �¦�£¦©ç¤�. ��¤ �¤¤¦¦ç£� £æ¤¦¤ «�¤ §¨¦­�¤ã ©®â©� «�ª �¦� ¡ãª
£� «¦ �¦� ¡æ �¦�¨�££�« ©£æ. � ©¬¤á­� � �¬«ã ��¤ �¥�¤«¢�å«�  ©«¦
¬§æ�� �£� «¦¬ �¦� ¡¦ç �¨¦�¨�££�« ©£¦ç, ¦ç«� ¡�  £æ¤¦ ©« ª §�¨ ¦-
®âª «�ª ¡¢�© ¡ãª ����£�« ¡ãª �¦� ¡ãª �¢¢á �¥�§¢é¤�«�  �¤«¬§à© �¡á
©� §�¨ ¦®âª §¦¬ §�¨��¦© �¡á ��à¨¦ç¤«�¤ æ«  �¤ã¡¦¬¤ ©«� � ¢¦©¦­ ¡ã
�¦� ¡ã. �¨¦�¢ã£�«� �¤���é¨�©�ª §�§¦ �ã©�à¤ (belief revision), ¡¦ -
¤ãª �¤é©©�ª (common, shared knowledge) æ§àª ¡�  ��à¨å�ª §¨á¥�ª

(agency theories) �¨å©¡¦¤«�  ©ã£�¨� ©«¦ �§å¡�¤«¨¦ «¦¬ �¤� �­â¨¦¤«¦ª
«à¤ �¨�¬¤�«é¤ §¦¬ �©®¦¢¦ç¤«�  £� �â£�«� æ§àª � ��®�¤ ¡ã �á��©�
(Machine Learning) ¡�  ¦  Intelligent Agents.

� ©«�¤ã ©¬¤á­� � �¦� ¡ãª ¡�  �¢�¨¦­¦¨ ¡ãª ¡�«��� ¡¤ç�«�  ¡� 
©«�¤ ç§�¨¥� �¤æª ©�£�¤« ¡¦ç �¨ �£¦ç â�¡¬¨à¤ �§ ©«�£¦¤ ¡é¤ §�¨ ¦� -
¡é¤ ©� �â£�«� �¦� ¡ãª ¡�  �¢�¨¦­¦¨ ¡ãª, ¡��éª ¡�  «�¡« ¡é¤ �«ã© à¤
� ��¤é¤ ©¬¤��¨åà¤ £��á¢¦¬ ¡ç¨¦¬ª, �­ �¨¦£â¤à¤ ©� ©®�« ¡á �â£�«� (¢æ-
�¦¬ ®á¨ ¤ LICS, Logic in Computer Science ¡�  CSL, Computer Science
Logic). �¦ �ç¨¦ª «�ª ©®�« ¡ãª â¨�¬¤�ª �å¤�  ã�� «æ©¦ �¡«�«�£â¤¦ é©«�
¡¨å��¡� ©¡æ§ £¦ ¤� ©¬¤¦¯ ©�¦ç¤ «� �â£�«� «�ª ©®�« ¡ãª â¨�¬¤�ª ©�
§¦¢ç«¦£� â¨�� æ§àª «¦ Handbook of Logic in Computer Science (6
«æ£¦ ) ¡�  «¦ Handbook of Logic in Arti�cial Intelligence and Logic
Programming (5 «æ£¦ ).
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�å¤�  ­¬© ¡á ��ç¤�«¦ ¤� ¡�¢ç¯¦¬£� ©� £ � � ©��à� ¡ã £¦¤¦�¨�­å�
æ¢¦ «¦ ­á©£� «à¤ ��£á«à¤ �¦� ¡ãª §¦¬ �¨å©¡¦¬¤ �­�¨£¦�âª, £� «¦¤
â¤� ã «¦¤ á¢¢¦ «¨æ§¦, ©«�¤ �¢�¨¦­¦¨ ¡ã. �«æ®¦ª £�ª ©� �¬«æ¤ «¦¤
«æ£¦ �å¤�  £æ¤¦ ¤� §�¨¦¬© á©¦¬£� £�¤ ¡¢�© ¡á �â£�«� ����£�« ¡ãª
�¦� ¡ãª (©� � ©��à� ¡æ �§å§��¦) �¢¢á �§å©�ª ¤� �é©¦¬£� ¡��' ¦�æ¤
æ¢�ª �¡�å¤�ª « ª ¬§¦��å¥� ª §¦¬ �å¤�  �¬¤�«æ ¤� �à�¦ç¤ §¨¦ª §¦ ¡å¢�ª
¡�«�¬�ç¤©� ª �­�¨£¦�é¤ «�ª �¦� ¡ãª ©«�¤ �¢�¨¦­¦¨ ¡ã. �§�­å�«� 
�â�� � ©«¦¤ �¤��¤é©«� ¤� �§¦­�©å©�  ©� «  ���£æ �� �¥ ¦§¦ ã©�  �¬«æ
«¦ ¬§æ���¨¦, �£���ç¤¦¤«�ª §�¨ ©©æ«�¨¦ ©� � � ¡á �â£�«� � ¡¦ç «¦¬ �¤-
� �­â¨¦¤«¦ª.

� £¦¤¦�¨�­å� �¬«ã �¨á­«�¡� � � ¤� ¡�¢ç¯�  « ª �¡§� ��¬« ¡âª �¤á-
�¡�ª «¦¬ �£ã£�«¦ª �¢�¨¦­¦¨ ¡ãª ¡�  ��¢�§ ¡¦ ¤à¤ é¤ «¦¬ ��� �á¨ -
©�ª, ©«¦¬ ¦§¦å¦¬ «� ��£ ¦¬¨�å� ¡�  «¦¤ ¡��¦¨ ©£æ «¦¬ �¨¦�¨á££�«¦ª
�§¦¬�é¤ â§� ¥� ©�£�¤« ¡æ ¨æ¢¦ ¦ ©¬��¨�­â�ª �¬«ãª «�ª £¦¤¦�¨�­å�ª.

�¬¤â®� � «¦¬ �¦� ¡ã & �¢�¨¦­¦¨ ¡ã �: ��© ¡ã �¦� ¡ã �§¦«�¢�å
� £¦¤¦�¨�­å� �¦� ¡ã & �¢�¨¦­¦¨ ¡ã ��: � ©��à�ã ©«¦ �¦� ¡æ �¨¦-

�¨�££�« ©£æ ¡�  «�¤ Prolog, ©«¦ ¦§¦å¦ ¦ �¤��¤é©«�ª â®�  «�¤ �¬¡� ¨å�
¤� ��  £ � § ¦ �¥� � ¡�¬£â¤� §¨¦©â�� ©� «¦¬ �â£�«¦ª «à¤ �­�¨£¦�é¤
«�ª �¦� ¡ãª ©«�¤ �¢�¨¦­¦¨ ¡ã.

�¢§å�à æ«  «¦ §�¨ �®æ£�¤¦ ¡�  «¦ �§å§��¦ � �§¨��£á«�¬©�ª ©«¦¬ª
�ç¦ �¬«¦çª «æ£¦¬ª �� ©¬£�á¢�  ©«�¤ �¢¢��ã ©«á©�ª, «¦¬¢á® ©«¦¤ «¦¬
¡�¢æ§ ©«¦¬, � � «�¤ §¦¢¬©¬��«¦ç£�¤� ©ã£�¨� �¬¤�«æ«�«� \�¤��á�£ -
©�ª" «¦¬ status «à¤ �£�£á«à¤ «à¤ ���, £â©à £ �ª �¤��¡�å�ª �¤«å-
©«¦ ®�ª �¤��á�£ ©�ª «¦¬ §�¨ �®¦£â¤¦¬ ¡�  «¦¬ �§ §â�¦¬ ©§¦¬�é¤ «à¤
�£�£á«à¤ «¦¬ª.

�á¨ ©�, 10 ��§«�£�¨å¦¬ 2000.
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�«¦ ®�å� ��à¨å�ª �¬¤æ¢à¤

1.1 ��© ¡âª �¤¤¦ �ª

�¤� ©ç¤¦¢¦ (set) ã ¡¢á©�, �å¤�  � â¡«�©� £ �ª  � æ«�«�ª1 , ��¢��ã �
©¬¢¢¦�ã «à¤ �«æ£à¤ ã/¡�å �¤« ¡� £â¤à¤ ¡á�� £¦¨­ãª §¦¬ â®¦¬¤ «�
©¬�¡�¡¨ £â¤�  �æ«�«�:

S = fxj x �å¤�  §¨é«¦ª �¨ �£æªg
S
0 = fAj A �å¤�  §¢�¤ã«�ª «¦¬ �¢ �¡¦ç £�ª ©¬©«ã£�«¦ªg

�¤� ©ç¤¦¢¦ £§¦¨�å ¤� §�¨ �¨�­�å æ®  £æ¤¦ £� �¤��¨�­ã «�ª  � æ«�«�ª
§¦¬ «¦ ¡��¦¨å�� , �¢¢á ¡�  £� ¡�«��¨�­ã «à¤ £�¢é¤ «¦¬:

A = fxj o x �å¤�  §¨é«¦ª �¨ �£æª £ ¡¨æ«�¨¦ª «¦¬ 8 g B = f1; 3; 5; 7g
� �â£� æ«  ¦ ­¬© ¡æª �¨ �£æª 3 �å¤�  £â¢¦ª «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ � ¡� 
�¨á­¦¬£� 3 2 B (��¤ ¡æ«�¨� x 2 S, «¦ ©«¦ ®�å¦ x �¤ã¡�  ©«¦
©ç¤¦¢¦ S, �å¤�  £â¢¦ª «¦¬)

1��¨¦¬© á�¦¬£� ©� �¬«æ «¦ ��­á¢� ¦ «� ¢��æ£�¤� \�­�¢ã ��à¨å� �¬¤æ¢à¤".

� �¤��¤é©«�ª �� §¨â§�  æ£àª ¤� â®�  ¬§æ¯�¤ «¦¬ æ«  � �­�¢ãª â¤¤¦ � «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬

��¤ �å¤�  ©¬¤�¡« ¡ã, æ§àª �§â�� ¥� ¦ Russell. �«¦ ��¨á¨«�£�, �¥��¦ç£� §éª �

��£�¢åà©� «�ª ��à¨å�ª «à¤ ©¬¤æ¢à¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  £� �¬©«�¨æ, £���£�« ¡æ «¨æ§¦,

� ©á�¦¤«�ª â¤� ©ç©«�£� �¥ à£á«à¤. � �¤� �­�¨æ£�¤¦ª �¤��¤é©«�ª �� §¨â§�  ¤�

©¬£�¦¬¢�¬��å «¦ ��¨á¨«�£�, ã «� ©®�« ¡ã � �¢ ¦�¨�­å� §á¤à ©«� ��à¨å� �¬¤æ¢à¤.
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� � ©¬£�¦¢ ©£æª x 62 A ©�£�å¤�  æ«  «¦ ©«¦ ®�å¦ x ��¤ �å¤�  £â¢¦ª
«¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ �

� �¨á­¦¬£� �§å©�ª A � B, �¤ ¡á�� £â¢¦ª «¦¬ A �å¤�  ¡�  £â¢¦ª «¦¬
B ¡�  ¡�¢¦ç£� «¦ A ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ B

� �ç¦ ©ç¤¦¢� ��à¨¦ç¤«�  å©� , �¤ â®¦¬¤ �¡¨ �éª «� å� � £â¢�

� � ©¬£�¦¢ ©£æª A 6� B ©�£�å¤�  æ«  «¦ A ��¤ �å¤�  ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬
B (��¢��ã ¬§á¨®�  ©«¦ ®�å¦ a £� a 2 A ¡�  a 62 B)

� �¦ A �å¤�  �¤ã© ¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ B, ©¬£�¦¢ ¡á A � B, �¤
A � B ¡�  A 6= B

� �¦ ¡�¤æ ©ç¤¦¢¦, «¦ ¦§¦å¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� ;, �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦
®à¨åª £â¢�. �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «�ª ©®â©�ª ¬§¦©¬¤æ¢¦¬ �å¤�  ­�¤�¨æ
æ«  � � ¡á�� ©ç¤¦¢¦ A â®¦¬£� ; � A ¡�  A � A.

�  ��© ¡âª §¨á¥� ª ©«� ©ç¤¦¢� £� « ª ¦§¦å�ª �å¤�  �¥¦ ¡� à£â¤¦ª ¦ �¤�-
�¤é©«�ª �§æ «� �â©� �¡§�å��¬©� �å¤�  ¦  §¨á¥� ª «¦£ã, â¤à©�, ©®�-
« ¡æ ©¬£§¢ã¨à£� ¡�  �¬¤�£¦©ç¤¦¢¦ (©ç¤¦¢¦ ¬§¦©¬¤æ¢à¤). � â¤à©�
A[B �ç¦ ©¬¤æ¢à¤ �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ §¦¬ �§�¨«å��«�  �§æ «� ©«¦ ®�å� §¦¬
�¤ã¡¦¬¤ �å«� ©«¦ A �å«� ©«¦ B, �¤é � «¦£ã A \ B �§�¨«å��«�  �§æ «�
©«¦ ®�å� §¦¬ �å¤�  ¡¦ ¤á ¡�  ©«� �ç¦ ©ç¤¦¢�. �¦ ©®�« ¡æ ©¬£§¢ã¨à£�
A n B, ã A� B, �§�¨«å��«�  �§æ «� ©«¦ ®�å� «¦¬ A §¦¬ ��¤ �å¤�  ©«¦ -
®�å� «¦¬ B. � � ¬§¦©ç¤¦¢� A;B �¤æª ©«���¨¦ç ©¬¤æ¢¦¬ X, �¨á­¦¬£�
�A;�B � � «� ©¬£§¢�¨é£�«� X n A, X nB. �¬¤¦§« ¡á, â®¦¬£�

� x 2 A [B �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x 2 A, ã x 2 B
� x 2 A \B �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x 2 A ¡�  x 2 B
� x 2 A nB �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x 2 A, �¢¢á x 62 B
� u 2 P (A) �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ u � A

�¤ x; y �å¤�  ©ç¤¦¢�, «æ«� £� (x; y) ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ffxg; fx; ygg
¡�  «¦ �§¦¡�¢¦ç£� � �«�«��£â¤¦ ��ç�¦ª (ordered pair).
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�¤ A;B �å¤�  ©ç¤¦¢�, «æ«� «¦ ¡�¨«�© �¤æ � ¤æ£�¤¦ (cartesian
product) A � B �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ f(a; b)j a 2 A ¡�  b 2 Bg. �¬¤ã�àª,
�¨á­¦¬£� A2 �¤«å � � A� A.

�¤A �å¤�  ©ç¤¦¢¦, «æ«� ¦¨å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦
T
A («¦£ã (intersection)

«¦¬ A) àª «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ ¡¦ ¤é¤ £�¢é¤ «à¤ £�¢é¤ «¦¬ A, ��¢��ãT
A = faj 8x 2 A a 2 xg. �¤«å©«¦ ®� ¦¨å��«�  ¡�  � §¨á¥� «�ª £��á¢�ª

â¤à©�ª
S
A («¦ ©ç¤¦¢¦

S
A �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ ©«¦ ®�åà¤ x � �

«� ¦§¦å� ¬§á¨®�  ©ç¤¦¢¦ u 2 A, â«©  é©«� ¤� �å¤�  x 2 u). � ª £��á¢�ª
«¦£âª ¡�  �¤é©� ª « ª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� ©¬¤ã�àª ©«� £¦¨­ã

SfUij i 2 Ig
¡� 

TfUij i 2 Ig, ¡�  ¦ § ¦ ©¬¤�� ©£â¤¦ª ©¬£�¦¢ ©£æª �å¤�  Si2I Ui ¡� T
i2I Ui. �¬¤¦¯å�¦¤«�ª, â®¦¬£�

� u 2 A�B �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ 9x 2 A 9y 2 B u = (x; y)

� x 2 Ti2I Ui �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ 8i 2 I x 2 Ui
� x 2 Si2I Ui �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ 9i 2 I x 2 Ui

��¨���å�£�«� ¡�  �©¡ã©� ª

1.1 �� �� ®��å æ«  � � ¦§¦ ��ã§¦«� ©ç¤¦¢� A;B;C  ©®ç�  A \ (B [ C) =

(A \B) [ (A \ C).

�ç©�: ��å®¤¦¬£� æ«  A \ (B [ C) � (A \ B) [ (A \ C) ¡�  �¤« ©«¨æ­àª

æ«  (A \ B) [ (A \ C) � A \ (B [ C). � � «¦¤ §¨é«¦ ��¡¢� ©£æ, â©«à æ« 

x 2 A\(B[C). �æ«� x 2 A ¡�  x 2 B[C. �©«� �� �å¤�  x 2 B ã x 2 C. �¤

�å¤�  x 2 B, «æ«� x 2 A\B ¡�  ©¬¤�§éª x 2 (A\B)[(A\C). �§å©�ª æ£àª,

�¤ �å¤�  x 2 C, «æ«� �� �å¤�  x 2 A \ C ¡�  ©¬¤�§éª x 2 (A \B) [ (A \ C).

�§¦£â¤àª A \ (B [ C) � (A \B) [ (A \ C).

� � «¦ �¤«å©«¨¦­¦, â©«à x 2 (A \ B) [ (A \ C), é©«� �� �å¤�  �å«�

x 2 (A \ B), �å«� x 2 (A \ C). �«�¤ §¨é«� §�¨å§«à©�, x 2 A ¡�  x 2 B.

�§¦£â¤àª, x 2 A ¡�  x 2 B[C, é©«� x 2 A\(B[C). �¢¢á ¡�  ©«� ��ç«�¨�

§�¨å§«à©� �å¤�  x 2 A ¡�  x 2 C, é©«� x 2 A \ (B [ C). �¨¦¡ç§«�  ��¢��ã

(A \B) [ (A \ C) � A \ (B [ C).

1.2 �� �� ®��å æ«  A n (B [ C) = (A nB) \ (A n C).

�ç©�: �©«à x 2 A n (B [ C), ��¢��ã x 2 A ¡�  x 62 B [ C. �­¦ç «¦ x

��¤ �¤ã¡�  ©«�¤ â¤à©� «à¤ B;C, �� £§¦¨�å ¤� �¤ã¡�  ©� ¡�¤â¤� �§æ «� B;C.
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�©«� x 2 A ¡�  x 62 B, ��¢��ã x 2 A n B. ��¨æ£¦ �, x 2 A n C. �§¦£â¤àª

x 2 (A nB) \ (A n C). �¤« ©«¨æ­àª, â©«à x 2 (A nB) \ (A nC). �æ«� «¦ x

�¤ã¡�  ©«¦ A, �¢¢á ©� ¡�¤â¤� �§æ «� B;C. �¬¤�§éª, x 2 A ¡�  x 62 B [ C,

��¢��ã x 2 A n (B [ C).

1.3 �� �� ®��å æ«  A� (B [ C) = (A�B) [ (A� C).

�ç©�: �©«à u 2 A� (B[C). �æ«� ¬§á¨®�  a 2 A ¡�  x 2 B[C, é©«� ¤�

�å¤�  u = (a; x). �­¦ç x 2 B [ C, �� �å¤�  �å«� x 2 B, �å«� x 2 C. �¤  ©®ç� 

x 2 B, «æ«� u = (a; x) 2 A�B ¡� , ©¬¤�§éª, u 2 (A�B)[ (A�C). �¢¢á,

�§å©�ª, ¡�  �¤ x 2 C, �� �å¤�  u = (a; x) 2 A�C, é©«� u 2 (A�B)[(A�C).

�§¦£â¤àª, ��å¥�£� æ«  A� (B [ C) � (A�B) [ (A� C).

�¤« ©«¨æ­àª, �¤ u 2 (A � B) [ (A � C), �� �å¤�  �å«� u 2 A � B, �å«�

u 2 A � C. �«�¤ §¨é«� §�¨å§«à©�, �� �å¤�  u = (a; b), � � ¡á§¦ � a 2 A

¡�  b 2 B. �¢¢á, �­¦ç B � B [ C, �� �å¤�  b 2 B [ C. �§¦£â¤àª,

u = (a; b) 2 A � (B [ C). ��¨æ£¦ �, �¤ u 2 A � C, «æ«� ¬§á¨®¦¬¤ a 2 A

¡�  c 2 C é©«� u = (a; c). �¢¢á c 2 C � B [ C ©�£�å¤�  æ«  u = (a; c) 2

A�(B[C). �©«� ��å¥�£� ¡�  æ«  (A�B)[(A�C) � A�(B[C). �¬¤�§éª,

A� (B [ C) = (A�B) [ (A� C).

1.4 �«¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ � �«�«��£â¤¦¬ ��ç�¦¬ª §¦¬ �é©�£� ©¬£§�¨�å¤¦¬£� �ç-

¡¦¢� æ«   ©®ç�  � ��© ¡ã  � æ«�«� ��¬�é¤, (a; b) = (x; y) �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ a = x

¡�  b = y. �¨á�£�« , �¤ (a; b) = (x; y) â®¦¬£� ffag; fa; bgg = ffxg; fx; ygg.

�«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ a = b, «¦ §¨é«¦ ©ç¤¦¢¦ �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ ffagg. � �

¤� �å¤�  å©¦ £� «¦ ffxg; fx; ygg, �� §¨â§�  �¬«æ «¦ ©ç¤¦¢¦ ¤� â®�  â¤� £æ¤¦

£â¢¦ª. �§¦£â¤àª, �� §¨â§�  ¤�  ©®ç�  fxg = fx; yg. �¢¢á � � ¤� �å¤�  �¬«á

«� ©ç¤¦¢� å©�, �� §¨â§�  «¦ fx; yg ¤� â®�  â¤� £æ¤¦ £â¢¦ª, §¨á�£� «¦ ¦§¦å¦

£§¦¨�å ¤� ©¬£��å¤�  £æ¤¦¤ æ«�¤ x = y. �¬¤�§éª, �¤ a = b «æ«� ¡�  x = y ¡� 

 ©®ç�  ffagg = ffxgg. �§æ �¬«æ ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  fxg = fag ¡� , ©¬¤�§éª,

a = x. �©«�,  ©®ç�  a = x ¡�  b = a = x = y. ��¨æ£¦ �, �¤ x = y §¨¦¡ç§«� 

æ«  ¡�  a = b.

�©«à «é¨� æ«  a 6= b ¡�  x 6= y. �æ«�, �§æ «�¤  ©æ«�«� ffag; fa; bgg =

ffxg; fx; ygg, §¨¦¡ç§«�  æ«  «� �ç¦ ©ç¤¦¢� â®¦¬¤ «� å� � £â¢�. ��¤ �å¤� 

�¬¤�«æ¤ ¤� â®¦¬£� fag = fx; yg, � æ«  � � ¤� â®¦¬¤ «� �ç¦ �¬«á ©ç¤¦¢� «�

å� � £â¢� �� â§¨�§� ¤�  ©®ç�  a = x = y. �©«� �� �å¤�  fag = fxg ¡� 

fa; bg = fx; yg. �§æ �¬«ã «� ©®â©� §¨¦¡ç§«�  æ«  a = x ¡�  ¡�«æ§ ¤ æ« 

b = y.
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��¤ �å¤�  æ£àª æ¢¦  ¦  \§¨¦­�¤�åª" «¨æ§¦  ¡à� ¡¦§¦å�©�ª ��¬�é¤ £� «�

£¦¨­ã ©¬¤æ¢à¤ ©à©«¦å. �æ�¦¬ ®á¨ ¤, â©«à æ«  §¨¦©§��¦ç£� ¤� ¡à� ¡¦§¦ ã-

©¦¬£� ��ç�� �â«¦¤«�ª (a; b) = fa; fbgg. �©«à «é¨� (a; b) = (x; y). ��¤

§¨¦¡ç§«�  æ«  a = x ¡�  b = y! �§æ «�¤  ©æ«�«� fa; fbgg = fx; fygg §¨¦¡ç-

§«�  æ«  �å«� a = x ¡�  b = y, �å«� æ£àª æ«  a = fyg ¡�  b = fxg. � «�¢�¬«�å�

§�¨å§«à©� �� £§¦¨�å ¤� �§¦¡¢� ©��å.

1.5 �� �� ®��å æ«  ¦ «�¢�©«ãª �¬¤�£¦©¬¤æ¢¦¬ �å¤�  £¦¤¦«¦¤ ¡æª, ��¢��ã �¤

A � B, «æ«� ¡�  P (A) � P (B).

�ç©�: �§¦�â«¦¬£� æ«  u 2 P (A) ¡�  �â¢¦¬£� ¤� ��å¥¦¬£� æ«  u 2 P (B).

�¢¢á, �¤ u 2 P (A), «æ«� u � A. �­¦ç æ£àª A � B, ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ« 

u � B. ��¢��ã, u 2 P (B).

1.6 (��© ¡âª �¬¤¦¢¦��à¨�« ¡âª ��¬«æ«�«�ª) �� �� ®��å æ« 

� A [A = A ¡�  A \ A = A

� �¤ A � B, «æ«� A [B = B ¡�  A \B = A

� A [B = B [ A ¡�  A \B = B \ A

� A � A [B ¡�  A \B � A

� A [ (B [ C) = (A [B) [ C ¡�  A \ (B \ C) = (A \B) \ C

1.7 (�§ £�¨ ©£æª \;[) �� �� ®��å æ« 

� A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C)

� A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C)

1.8 �� �� ®��å æ«  X n (A \B) = (X n A) [ (X nB).

1.9 �� �� ®��å æ« 

X n (A \ (B [ C)) = ((X nA) [ (X nB)) \ ((X nA) [ (X n C))

1.10 �� �� ®��å æ«  �(�A) = A.

1.11 �� �� ®��å æ«  A � �B �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ B � �A
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1.12 �� �� ®��å æ«  ¦  «�¢�©«âª \;[;� �å¤�  £¦¤¦«¦¤ ¡¦å. ��¢��ã, æ«  �¤

A � A0 ¡�  B � B0, «æ«�

A \B � A0 \B0 A [B � A0 [B0 A�B � A0 �B0

1.13 �� �� ®��å æ«  ¦ «�¢�©«ãª � �å¤�  �¤« «¦¤ ¡æª. ��¢��ã, �¤ A � B,

«æ«� �B � �A.

1.14 �� �� ®��å æ« 

� �¤ A;B � C, «æ«� ¡�  A [B � C

� �¤ C � A;B, «æ«� C � A \B

1.15 �� �§¦�� ®�¦ç¤ ¦  §�¨�¡á«à «�¬«æ«�«�ª

A� (
[
i2I

Bi) =
[
i2I

(A�Bi) A� (
\
i2I

Bi) =
\
i2I

(A�Bi)

1.16 �� �� ®��å æ« 

� P (A \B) = P (A) \ P (B) ¡� 

� P (A) [ P (B) � P (A [B), �¢¢á ©«� ��¤ ¡ã §�¨å§«à©�

� P (A [B) 6= P (A) [ P (B).

1.17 �©«à X ©ç¤¦¢¦. �¨å�¦¬£� £ � §¨á¥� ) ©� ¬§¦©ç¤¦¢� «¦¬ X �â«¦-

¤«�ª

A) B = fx 2 Xj �¤ x 2 A; «æ«� x 2 Bg

�� �� ®��å æ« 

1. A) B = (X n A) [B

2. A \ (A) B) � B

3. A) B =
S
fCj A \ C � Bg

4. A \B � C, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ A � B ) C

5. A) (B ) C) = B ) (A) C)

6. A) A = X

7. A) ; = X nA

1.18 �� �§¦�� ®��å æ«  x � ;, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x = ;.
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1.2 �®â©� ª ¡�  �¬¤�¨«ã©� ª

�ª £ � ©®â©� �§æ «¦ A ©«¦ B �¤¤¦¦ç£� â¤� ¦§¦ ¦�ã§¦«� ¬§¦©ç¤¦¢¦
R � A�B, ¡�  �¨á­¦¬£� ©¬¤ã�àª Rab, ã aRb �¤«å � � (a; b) 2 R. � �
§�¨á�� �£�, � ©®â©� � á«�¥�ª � «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�  ¬§¦©ç¤¦¢¦
«¦¬ � ¤¦£â¤¦¬ N �N (��¢��ã � � N �N). �¬¤��å��«�  ¤� �¨á­¦¬£�
m � n �¤«å � � (m;n) 2 �. �®â©� ª æ§àª ¦  §�¨�§á¤à ¦¤¦£á�¦¤«� 
� £�¢�åª (©¬©®�«å�¦¬¤ ��ç�� �¤« ¡� £â¤à¤). ��¤ ¡æ«�¨�, £ � n-£�¢ãª
©®â©� R �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦ � �«�«��£â¤à¤ n-á�à¤, ©¬¤�§éª ¬§¦©ç¤¦¢¦
¡á§¦ ¦¬ ¡�¨«�© �¤¦ç � ¤¦£â¤¦¬, R � A1 � � � � � An. � � £¦¤¦£�¢ãª

©®â©�, ã  � æ«�«� ��¤ �å¤� , �§¦£â¤àª, §�¨á â¤� ©ç¤¦¢¦, �¡¨ �â©«�¨�,
â¤� ¬§¦©ç¤¦¢¦ ¡á§¦ �ª ©¬¢¢¦�ãª �¤« ¡� £â¤à¤.

�¤ R � A � B, «æ«� «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç dom ¡�  «¦ §��å¦ « £é¤ rng
«�ª R ¦¨å�¦¤«�  £� « ª ©®â©� ª

dom(R) = fa 2 Aj 9b 2 B aRbg
rng(R) = fb 2 Bj 9a 2 A aRbg

�­¦ç ¦  ©®â©� ª ��¤ �å¤�  §�¨á ©ç¤¦¢�, ¦¨å�¦¤«�  �â�� � æ¢�ª ¦  ©¬¤�-
� ©£â¤�ª ©¬¤¦¢¦��à¨�« ¡âª §¨á¥� ª («¦£ã, â¤à©�, ¡�¨«�© �¤æ � ¤æ£�¤¦
¡¢§). �� �å«�¨�ª §¨á¥� ª §¦¬ ¦¨å�¦¤«�  ©« ª ©®â©� ª �å¤�  � §¨á¥� «¦¬
�¤«å©«¨¦­¦¬ £ �ª � £�¢¦çª ©®â©�ª R 7! R

�1, æ§¦¬ aR
�1
b �¤¤ bRa.

�§å©�ª, �¤ R � A� B ¡�  S � B � C, «æ«� ¦¨å��«�  � ©ç¤��«� ©®â©�
R � S, £� «� ©¬¤�ã¡�

a(R � S)c �¤¤ 9b 2 B aRb ¡�  bRc

� � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  £ � ©®â©� R £� «�¤  � æ«�«� æ«  ¡á�� ©«¦ -
®�å¦ a ©«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «�ª, dom(R), �§� ¡¦¤å��«�  ©� â¤� £¦¤�� ¡æ
©«¦ ®�å¦ b ©«¦ §��å¦ « £é¤ «�ª. �æ�à £¦¤�� ¡æ«�«�ª «¦¬ b, �¨á­¦¬£�
b = R(a) �¤«å � � Rab. �¤ f �å¤�  ©¬¤á¨«�©� £� dom(f) = A ¡� 
rng(f) � B, �¨á­¦¬£� f : A �! B, �¤«å � � f � A � B. �¤�¢¢�-
¡« ¡á, £§¦¨¦ç£� ¤� ©¡�­«¦ç£� £ � ©¬¤á¨«�©� àª â¤� £�«�©®�£�« ©£æ,
¦ ¦§¦å¦ª �§� ¡¦¤å��  ¡á�� a 2 A ©' â¤� £¦¤�� ¡æ ©«¦ ®�å¦ f(a) 2 B.

�¤ f : A �! B �å¤�  ©¬¤á¨«�©�, «æ«� àª ©®â©� â®�  £ � �¤«å©«¨¦­�
f
�1. � ©®â©� f�1 ��¤ �å¤�  æ£àª �§�¨�å«�«� ©¬¤á¨«�©�, �­¦ç �å¤� 
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�¬¤�«æ ¤� ¬§á¨®¦¬¤ x; y 2 A £� «�¤  � æ«�«� f(x) = f(y) = u 2 B.
��¤ ¦¨å��«�  «æ«� £¦¤¦©ã£�¤«� ¡á§¦ ¦ ©«¦ ®�å¦ a 2 A � � «¦ ¦§¦å¦ ¤�
£§¦¨¦ç£� ¤� �â©¦¬£� a = f

�1(u). �¤à¨å�¦¬£� £æ¤¦¤ æ«  (x; u) 2 f
�1

¡�  (y; u) 2 f�1. �¤��¡�å� ¡�   ¡�¤ã ©¬¤�ã¡� é©«� � �¤«å©«¨¦­� ©®â©�
f
�1 £ �ª ©¬¤á¨«�©�ª f ¤� �å¤�  �§å©�ª ©¬¤á¨«�©�, �å¤�  ¤� �å¤�  � f

£¦¤¦©ã£�¤«�. �¨á�£�« , �¤ � f �å¤�  £¦¤¦©ã£�¤«� ¡�  y = f(x), «æ«�
«¦ x �¬«æ �å¤�  £¦¤�� ¡æ, é©«� £§¦¨¦ç£� ¤� �â©¦¬£� f�1(y) = x.

�©«à f : A �! B ¡�  g : B �! C �ç¦ ©¬¤�¨«ã©� ª. � ©ç¤��«� ©¬-
¤á¨«�©� g�f ¦¨å��«�  æ§àª ¡�  � ©ç¤��©� ©®â©�à¤. � � « ª ©¬¤�¨«ã©� ª
� ¡�«á©«�©� �å¤�  �§¢¦ç©«�¨�, �­¦ç � � ¡á�� a 2 A ¬§á¨®�  �¡¨ �éª
â¤� b 2 B � � «¦ ¦§¦å¦  ©®ç�  f(a) = b. �©«� � ©ç¤��«� ©¬¤á¨«�©�
g � f : A �! C ¦¨å��«�  �§¢á £� «¦¤ ¡�¤æ¤� (g � f)(a) = g(b) �¤ ¡� 
£æ¤¦¤ �¤ b = f(a). ��¢��ã, £§¦¨¦ç£� ¤� �â©¦¬£� (g � f)(a) = g(f(a)).
� � §�¨á�� �£�, �¤ f(x) = x

2 ¡�  g(x) = 3
p
x, «æ«� (g � f)(a) = 3

p
a
2.

� ©¬¤á¨«�©� f : A �! B �å¤�  £¦¤æ« £� (£¦¤¦©ã£�¤«�, 1-1) �¤¤

8a; a0 2 A (a 6= a
0 =) f(a) 6= f(a0))

� � §�¨á�� �£� � f(x) = 3x+1 �å¤�  £¦¤æ« £�, �­¦ç �¤ 3x+1 = 3y+1
«æ«� §¨¦¡ç§«�  á£�©� æ«  x = y. �¤ f : A �! B �å¤�  £¦¤æ« £�, «æ«�
�¨á­¦¬£� �§å©�ª A � B ¡�  ¢â£� æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ A �£­¬«�ç�«�  ©«¦ B,
£â©à «�ª f .

�â£� æ«  � f : A �! B �å¤�  �§ £¦¨­ ¡ã, ã �§¢á �§å, �¤¤

8b 2 B 9a 2 A b = f(a)

� � §�¨á�� �£�, � ©¬¤á¨«�©� f : N �! E �§æ «¦¬ª ­¬© ¡¦çª �¨ �£¦çª
©«¦¬ª á¨« ¦¬ª ­¬© ¡¦çª, f(n) = 2n �å¤�  �§ £¦¨­ ¡ã. �¤ � f : A �! B

�å¤�  «�¬«æ«®¨¦¤� 1-1 ¡�  �§å, «æ«� ¦¤¦£á��«�  �£­ £¦¤¦©ã£�¤«� ã
�£­ £¦¤æ« £�.

�¤ A;B �å¤�  ©ç¤¦¢�, «æ«� £� AB, ã [A ! B], ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦
©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �§æ «�¤ A ©«� B.

�©«à A ©ç¤¦¢¦ ¡�  R � A
2 £ � � £�¢ãª ©®â©� §á¤à ©«¦ A. �

©®â©� R ¦¤¦£á��«� 

� �¬«¦§��ãª (re
exive), æ«�¤ � � ¡á�� a 2 A  ©®ç�  aRa ¡�  £�-
�¬«¦§��ãª (irre
exive), �¤ aRa ��¤  ©®ç�  � � ¡�¤â¤� a.
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� £�«���« ¡ã (transitive), æ«�¤ � � ¡á�� a; b; c 2 A  ©®ç� : �¤ aRb
¡�  bRc, «æ«� aRc

� ©¬££�«¨ ¡ã (symmetric), æ«�¤ � � ¡á�� a; b 2 A, �¤  ©®ç�  aRb,
«æ«�  ©®ç�  �§å©�ª ¡�  bRa

� ©®â©�  ©¦�¬¤�£ �ª (equivalence relation), æ«�¤ �å¤�  �¬«¦§��ãª,
©¬££�«¨ ¡ã ¡�  £�«���« ¡ã

�¬§ ¡æ §�¨á�� �£� ©®â©�ª, � ¦§¦å� �å¤�  �¬«¦§��ãª ¡�  £�«���« ¡ã,
�å¤�  � �¨ �£�« ¡ã ©®â©��. ��¨���å�£�«� ©¬££�«¨ ¡é¤ ©®â©�à¤ £§¦¨�å
¤� ©¡�­��å ¡�¤�åª §¦¢¢á, ¢æ�¦¬ ®á¨ ¤ � ©®â©� Axy �¤¤ ¦ x �å¤�  ���¢­æª
«¦¬ y.

�¤ � R �å¤�  ©®â©�  ©¦�¬¤�£ �ª ¡�  a 2 A, «æ«� � ¡¢á©�
[a] = fb 2 Aj aRbg

¦¤¦£á��«�  ¡¢á©�  ©¦�¬¤�£ �ª (equivalence class) ¡��¦¨ �æ£�¤� �§æ
«¦ ©«¦ ®�å¦ a. �� ¢â£� �§å©�ª æ«  � ¡¢á©� f[a] j a 2 Ag �§¦«�¢�å â¤�
� �£�¨ ©£æ (partition) «�ª A (©� ¡¢á©� ª  ©¦�¬¤�£ �ª). � ª ©®â©� ª
 ©¦�¬¤�£ �ª « ª ©¬£�¦¢å�¦¬£� ©¬¤ã�àª £� � ã �.
��¨á�� �£� 1.2.1 �¤ £� V ©¬£�¦¢å©¦¬£� «�¤ ¡¢á©� æ¢à¤ «à¤ ©¬¤æ-
¢à¤ ¡�  ¦¨å©¦¬£� «� ©®â©� A � B �¤¤ ¬§á¨®�  £ � £¦¤¦©ã£�¤«� ¡� 
�§ £¦¨­ ¡ã ©¬¤á¨«�©� f : A �! B, «æ«� � ©®â©� �¬«ã �å¤�  ©®â©�
 ©¦�¬¤�£ �ª. �¨á�£�« , � «�¬«¦« ¡ã ©¬¤á¨«�©� f : A �! A, f(a) = a,
�å¤�  �£­ £¦¤¦©ã£�¤«�. �¤ f : A �! B �å¤�  �£­ £¦¤¦©ã£�¤«�, é©«�
A � B, «æ«� � �¤«å©«¨¦­� ©¬¤á¨«�©ã ©«�ª f�1(y) = x �¤¤ f(x) = y

�å¤�  �§å©�ª �£­ £¦¤¦©ã£�¤«� f�1 : B �! A. �©«� B � A. �§å©�ª, �¤

A � B � C, £� A
g�! B

f�! C �£­ £¦¤¦©ã£�¤«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª, «æ«� �
©ç¤��©ã «¦¬ª (f �g)(a) = f(g(a)) �å¤�  �£­ £¦¤¦©ã£�¤«� (� �«å;), é©«�
A � C.

��¨á�� �£� 1.2.2 �  ¨�«¦å �¨ �£¦å ¦¨å�¦¤«�  àª � �«�«��£â¤� ��ç��
­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤, £� «� �¦ã�� � £ �ª ¡�«á¢¢�¢�ª ©®â©�ª  ©¦�¬¤�£ �ª.
�¤ �â©¦¬£� (m;n) � (m0; n0) �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ mn0 = m

0
n, «æ«� � ©®â©�

�¬«ã �å¤�  ©®â©�  ©¦�¬¤�£ �ª ©«¦ ©ç¤¦¢¦ N �N «à¤ ��¬�é¤ ­¬© ¡é¤
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�¨ �£é¤. �¤�ª ¨�«æª �¨ �£æª ��¤ �å¤�  §�¨á £ � ¡¢á©�  ©¦�¬¤�£ �ª
[(m;n)]. �¬¤��å�¦¬£� ¤� �¨á­¦¬£� «¦¬ª ¨�«¦çª �¨ �£¦çª ©«� £¦¨­ã,
¢æ�¦¬ ®á¨ ¤, 2

3
(®¨�© £¦§¦ é¤«�ª â¤� «¬®�å¦ �¤« §¨æ©à§¦ «�ª ¡¢á©�ª

 ©¦�¬¤�£ �ª).

�¤ A � B, «æ«� ¢â£� æ«  «� �ç¦ ©ç¤¦¢� �å¤�   ©á¨ �£�, ã  ©¦�ç-
¤�£�. �¨å�¦¬£� A � B �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ A � B, �¢¢á A 6� B, ��¢��ã
¬§á¨®�  �£­ç«�¬©� «�ª A ©«� B, �¢¢á «� �ç¦ ©ç¤¦¢� ��¤ �å¤�   ©á¨ �£�.

�¤�­â¨¦¬£� ®à¨åª �§æ�� ¥� «� §�¨�¡á«à ��à¨ã£�«�.

��é¨�£� 1.2.1 (��é¨�£� Cantor) �¤ x �å¤�  ¦§¦ ¦�ã§¦«� ©ç¤¦¢¦,

«æ«� x � P (x).

��é¨�£� 1.2.2 (��é¨�£� Cantor-Bernstein) �¤ x � y ¡�  y �
x, «æ«� x � y, ��¢��ã �¤ ¬§á¨®¦¬¤ �£­¬«�ç©� ª «¦¬ x ©«¦ y ¡�  «¦¬ y

©«¦ x, «æ«� «� �ç¦ ©ç¤¦¢� �å¤�   ©á¨ �£�.

�¤��¨¦£ ¡á �¨ �æ£�¤�ª �¬¤�¨«ã©� ª: �� ¦¨ ©£â¤�ª §�¨ §«é©� ª
�å¤�  �¬¤�«æ ¤� ¦¨å©¦¬£� £ � ©¬¤á¨«�©� £� «¨æ§¦ §¦¬ §�¨ ¢�£�á¤� ,
¡�«á ¡á§¦ ¦¤ «¨æ§¦, £ � �¤�­¦¨á ©«�¤ å� � «�¤ ¦¨ �æ£�¤� ©¬¤á¨«�©�.
� � §�¨á�� �£�, � §¨á¥� «�ª §¨æ©��©�ª ¦¨å��«�  £� «¦ (�¤��¨¦£ ¡æ)
©®ã£�

m+ 0 = m m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1

�«¦¤ ¦¨ ©£æ �¬«æ, ¬§¦�â«¦¬£� §àª £�ª �å¤�  �¤à©«ã � ©¬¤á¨«�©� «¦¬
�§æ£�¤¦¬ �¤æª ­¬© ¡¦ç �¨ �£¦ç, x 7! x + 1. �¨å�¦¬£� á£�©� «�¤ « £ã
«�ª ¤â�ª ©¬¤á¨«�©�ª � � n = 0, ¡�  � � ¦§¦ ¦�ã§¦«� n+1 («¬®�å¦ ­¬© ¡æ
£���¢ç«�¨¦ «¦¬ £���¤æª), ¬§¦�â«¦¬£� §àª â®¦¬£� ¦¨å©�  «¦ �§¦«â¢�©£�
m+ n ¡�  §¨¦®à¨á£� ¤� ¦¨å©¦¬£� «¦ m+ (n+ 1) ®¨�© £¦§¦ é¤«�ª «¦
�¤à©«æ m + n ¡�  «� �¤à©«ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �§æ£�¤¦¬. � §¨�¡« ¡ã
¦¨ ©£é¤ �¬«¦ç «¦¬ �å�¦¬ª (�¤��¨¦£ ¡¦å ¦¨ ©£¦å) �å¤�  §¦¢ç ©¬¤�� ©£â¤�.
� §¨á¥� «¦¬ §¦¢¢�§¢�© �©£¦ç ¦¨å��«� , �§å©�ª, £� �¤��¨¦£ã, â®¦¤«�ª
àª ���¦£â¤� «�¤ §¨á¥� «�ª §¨æ©��©�ª

m � 0 = 0 m � (n+ 1) = (m � n) +m
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��¨æ£¦ � ¡�  � � «�¤ �¡��« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (£� �¡�â«� ­¬© ¡æ), � � «�
©¬¤á¨«�©� §�¨��¦¤« ¡¦ç, ¡¢§. ��®¤ ¡âª ¢�§«¦£â¨� �ª � � «¦ �â£� ��
�¨�  ¦ �¤��¤é©«�ª ©«¦ ��¨á¨«�£�. ��¨���å�£�«� ®¨ã©�ª �¤��¨¦£ ¡é¤
¦¨ ©£é¤ �� ��  �§å©�ª �¨¡�«á ¦ �¤��¤é©«�ª ©«� �§æ£�¤� ¡�­á¢� �.

��¨���å�£�«� ¡�  �©¡ã©� ª

1.19 �©«à f : X �! Y £ � ©¬¤á¨«�©� ¡�  A;B � X. �� �� ®��å æ« 

f(A [ B) = f(A) [ f(B) (¦  ©¬¤�¨«ã©� ª � �«�¨¦ç¤ « ª �¤é©� ª), æ§¦¬ � �

â¤� ©ç¤¦¢¦ U �å¤�  f(U) = fy 2 Y j 9x 2 X y = f(x)g.

�ç©�: �©«à y 2 f(A [ B). �æ«� ¬§á¨®�  x 2 A [ B � � «¦ ¦§¦å¦  ©®ç� 

f(x) = y. �¤ x 2 A, «æ«� f(x) = y 2 f(A) � f(A) [ f(B). ��¨æ£¦ �,

�¤ x 2 B, «æ«� f(x) = y 2 f(B) � f(A) � f(B). �¬£§�¨�å¤¦¬£� æ« 

f(A [B) � f(A) [ f(B).

�¤«å©«¨¦­�, â©«à y 2 f(A) [ f(B). �¤ y 2 f(A), «æ«� â©«à a 2 A é©«�

¤� �å¤�  y = f(a). �¢¢á a 2 A � A[B ©�£�å¤�  æ«  y 2 f(A[B). ��¨æ£¦ �

�å¤�  ¡�  � §�¨å§«à©� §¦¬ y 2 f(B), é©«� f(A)[ f(B) � f(A[B). �¬¤�§éª

f(A [B) = f(A) [ f(B).

1.20 �� �� ®��å æ«  f(A \B) � f(A) \ f(B).

�ç©�: �¤ y 2 f(A \ B), â©«à x 2 A \ B � � «¦ ¦§¦å¦  ©®ç�  f(x) = y.

�§� �ã A\B � A ¡�  A\B � B, �� �å¤�  x 2 A, ¦§æ«� y 2 f(A), ¡�  x 2 B,

¦§æ«� y 2 f(B). �¬¤�§éª, y 2 f(A) \ f(B).

�¦ �¤«å©«¨¦­¦ æ£àª ��¤  ©®ç� . � æ«  �¤ y 2 f(A) \ f(B), «æ«� ©¬£§�-

¨�å¤¦¬£� æ«  ¬§á¨®�  a 2 A é©«� y = f(a) ¡�  æ«  ¬§á¨®�  b 2 B é©«� ¤� �å¤� 

�§å©�ª y = f(b). �¢¢á ��¤ �å¤�  �§�¨�å«�«¦ ¤� ¬§á¨®�  ©«¦ ®�å¦ x ©«�¤ «¦£ã

A\B � � «¦ ¦§¦å¦ ¤�  ©®ç�  y = f(x). � � §�¨á�� �£�, â©«à A = fa; xg ¡� 

B = fb; xg ¡�  X â¤� ©ç¤¦¢¦ §¦¬ §�¨ â®�  «� ©«¦ ®�å� u; v. �©«à f � ©¬¤á¨-

«�©� � � «�¤ ¦§¦å�  ©®ç�  f(a) = f(b) = u ¡�  f(x) = v. �å¤�  A \B = fxg

¡�  f(A \B) = f(fxg) = ff(x)g = fvg. �£àª, f(A) = fu; vg = f(B), é©«�

f(fxg) = f(A \B) = fvg � fu; vg = f(A) \ f(B)

1.21 �¤ f : A �! B, «æ«� � ©®â©� f�1 ��¤ �å¤�  ��¤ ¡á ©¬¤á¨«�©� �§æ «¦

B ©«¦ A (�­¦ç £§¦¨�å, � � «¬®æ¤ b 2 B, ¤� ¬§á¨®¦¬¤ §�¨ ©©æ«�¨� �§æ â¤�
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©«¦ ®�å� ©«¦ A «à¤ ¦§¦åà¤ «¦ b �å¤�  � � ¡æ¤�, â©«à a1; a2 2 A � � «� ¦§¦å�

¤�  ©®ç�  f(a1) = b = f(a2)). �§¦¨¦ç£�, æ£àª, ¤� ��à¨ã©¦¬£� «�¤ f�1 àª

©¬¤á¨«�©� �§æ «¦ B ©«¦ �¬¤�£¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ A, f�1 : B �! P (A). �©«�,

f�1(b) = fa 2 Aj f(a) = bg. ��å¥«� æ«  � � ¬§¦©ç¤¦¢� U; V � B  ©®ç� 

f�1(U [ V ) = f�1(U) [ f�1(V ) ¡�  f�1(U \ V ) = f�1(U) \ f�1(V )

(�  �¤«å©«¨¦­�ª ©¬¤�¨«ã©� ª � �«�¨¦ç¤ æ®  £æ¤¦¤ �¤é©� ª, �¢¢á ¡�  «¦£âª)

1.22 �­¦ç ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �å¤�  ©ç¤¦¢�, �  ©æ«�«� ©¬¤�¨«ã©�à¤ �å¤�   ©æ-

«�«� ©¬¤æ¢à¤. ��¢��ã, f = g �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ � � ¡á�� ��¬�á¨  (a; b),

(a; b) 2 f �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ (a; b) 2 g. ��å¥«�, £� �á©� «¦¤ ¦¨ ©£æ «à¤ ©¬¤�¨-

«ã©�à¤, æ«  f = g �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤

1. dom(f) = dom(g) ¡� 

2. 8x 2 dom(f) f(x) = g(x)

1.23 ��å¥«� æ«  �¤ A
f
�! B

g
�! C

h
�! D �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª, «æ«�

h � (g � f) = (h � g) � f

1.24 �©«à A;B ©ç¤¦¢� ¡�  p1 : A � B �! A, p2 : A � B �! B ¦ 

©¬¤�¨«ã©� ª §¨¦�¦¢ãª, §¦¬ ¦¨å�¦¤«� £� « ª ©®â©� ª p1(a; b) = a ¡�  p2(a; b) =

b. �¤ f : X �! A ¡�  g : X �! B �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª, «æ«� ¦¨å�¦¬£� «�

©¬¤á¨«�©� (f; g) : X �! A � B, �â«¦¤«�ª (f; g)(x) = (fx; gx). ��å¥«� æ« 

(p1; p2) : A�B �! A�B �å¤�  � «�¬«¦« ¡ã ©¬¤á¨«�©� 1
A�B

(a; b) = (a; b).

1.25 � � �®à¨ ©£â¤� â¤à©� ©¬¤æ¢à¤ ¦¨å��«�  �â«¦¤«�ª

A+B = (f0g � A) [ (f1g �B)

�©«à |
A
; |

B
¦  ©¬¤�¨«ã©� ª §¦¬ �£­¬«�ç¦¬¤ «� A;B ©«� � �®à¨ ©£â¤� â¤à©�

A + B (§.®. |
A
(a) = (0; a)). ��å¥«� æ«  �¤ C �å¤�  «¬®æ¤ ©ç¤¦¢¦ ¡�  f :

A �! C, g : B �! C ©¬¤�¨«ã©� ª, «æ«� ¬§á¨®�  £ � £¦¤�� ¡ã ©¬¤á¨«�©�

h : A+ B �! C («�¤ ¦§¦å� ©¬£�¦¢å�¦¬£� ©¬¤ã�àª £� [f; g]) é©«� ¤�  ©®ç� 

f = h � |
A
¡�  g = h � |

B
. ��å¥«� �§å©�ª æ«  [|

A
; |

B
] �å¤�  � «�¬«¦« ¡ã

©¬¤á¨«�©� ©«¦ A+B.
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1.26 �©«à R � A� A £ � ©®â©�. ��å¥«� æ«  ¬§á¨®�  £ � £ ¡¨æ«�¨� ©®â©�

 ©¦�¬¤�£ �ª §¦¬ §�¨ â®�  «�¤ R.

�ç©�: �â«¦¬£�

R ::= fSj æ§¦¬ S �å¤�  ©®â©�  ©¦�¬¤�£ �ª ¡�  R � S � A� AgbR ::=
\
R

��¨�«�¨¦ç£� æ«  R 6= ;, �­¦ç � ¡��¦¢ ¡ã ©®â©� A � A �å¤�  ©®â©�  ©¦�¬-

¤�£ �ª ¡�  §�¨ â®�  «�¤ R. �®¦¬£� R � bR (�­¦ç � R §�¨ â®�«�  ©� ¡á�� S

©«¦ ©ç¤¦¢¦ R ¡�  � bR ¦¨å��«�  àª � «¦£ã �¬«¦ç «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬). �¨â§�  ¤�

��å¥¦¬£� æ«  � «¦£ã �¬«ã �å¤�  ©®â©�  ©¦�¬¤�£ �ª.

��  ©®ç�  x bRx �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ � � ¡á�� S 2 R  ©®ç�  xSx. �¬«æ æ£àª

§¨á�£�«   ©®ç� , �­¦¬ «� S �å¤�  ©®â©� ª  ©¦�¬¤�£ �ª. �©«à «é¨� æ«  x bRy.
�æ«� � � ¡á�� S 2 R ��  ©®ç�  xSy. �§� �ã «� S �å¤�  ©®â©� ª  ©¦�¬¤�£ �ª,

�� â®¦¬£� ¡�  ySx (� � ¡á�� S). �¬¤�§éª,  ©®ç�  y bRx. �©«à, �§å©�ª, æ« 

x bRy bRz. �æ«�, � � ¡á�� S 2 R �� â®¦¬£� xSySz. �� S �å¤�  ©®â©� ª

 ©¦�¬¤�£ �ª, ©¬¤�§éª ��  ©®ç�  (� � ¡á�� S) xSz. �¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  x bRz.
� ©®â©� bR �å¤�  � £ ¡¨æ«�¨� ©®â©�  ©¦�¬¤�£ �ª §¦¬ §�¨ â®�  «�¤ R, � æ« 

�¤ S �å¤�  ¦§¦ ��ã§¦«�  ©¦�¬¤�£ � §¦¬ §�¨ â®�  «�¤ R, «æ«� �� �å¤�  S 2 R.

�¬¤�§éª, bR =
T
R � S.

1.27 �©«à � «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ ¡�  � � N � N � ©®â©�

§¦¬ ¦¨å��«�  £� «� ©¬¤�ã¡� m�n �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ o m � � ¨�å «¦¤ n. �©«à,

�§å©�ª, � ©®â©� � � N �N §¦¬ ¦¨å��«�  £� «� ©¬¤�ã¡� m�n �¤ ¡�  £æ¤¦¤

�¤ ¦ m �å¤�  §¦¢¢�§¢á© ¦ «¦¬ n. �æ«� ¦  ©®â©� ª �;� �å¤�  �¤«å©«¨¦­�ª �

£ � «�ª á¢¢�ª.

�ç©�: �¨á�£�« , â©«à x�y. �æ«� ¦ x � � ¨�å «¦¤ y ¡� , �§¦£â¤àª, ¬§á¨®� 

k é©«� ¤�  ©®ç�  y = kx. �æ«�, æ£àª, ¦ y �å¤�  §¦¢¢�§¢á© ¦ «¦¬ x ¡� ,

©¬¤�§éª, ��  ©®ç�  y�x. �©«� � = ��1. ��¨æ£¦ � ��å®¤¦¬£� æ«  ¡�  � =

��1.

1.28 �¦ �¬«¦§��âª (ã «¦ £�«���« ¡æ) ¡¢�å© £¦ £ �ª ©®â©�ª R �å¤�  � £ -

¡¨æ«�¨� �¬«¦§��ãª (�¤«å©«¦ ®�, £�«���« ¡ã) ©®â©� R� §¦¬ §�¨ â®�  «�¤ R.

��å¥«� §éª £§¦¨¦ç£� ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� «¦ �¬«¦§��âª (£�«���« ¡æ) ¡¢�å-

© £¦ £ �ª ©®â©�ª R.
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1.29 � ©¬££�«¨ ¡¦§¦å�©� £ �ª ©®â©�ªR �å¤�  � £ ¡¨æ«�¨� ©¬££�«¨ ¡ã ©®â©�

R� §¦¬ §�¨ â®�  «�¤ R. ��å¥«� §éª £§¦¨¦ç£� ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� «� ©¬££�-

«¨ ¡¦§¦å�©� £ �ª ©®â©�ª R.

1.30 (Iteration) �©«à R £ � � £�¢ãª ©®â©� ©«¦ ©ç¤¦¢¦ X. �¨å�¦¬£� « ª

©®â©� ª Rn; n � 0 àª �¥ãª:

� xR0y �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x = y

� xRn+1y �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x(R � Rn)y (��¢ �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ ¬§á¨®�  z

é©«� ¤�  ©®ç�  xRz ¡�  zRny)

�¨å�¦¬£� «� ©®â©� R� £� «� ©¬¤�ã¡� xR�y �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ 9n xRny. ��å¥«�

æ« 

1. xR�x

2. �¤ xRy ¡�  yR�z, «æ«� xR�z

3. �¤ xR�y ¡�  yRz, «æ«� xR�z

4. �¤ xR�y ¡�  yR�z, «æ«� xR�z

1.31 �� �� ®��å æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�   ©á¨ �£¦ £� «¦

©ç¤¦¢¦ «à¤ �¨«åà¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤.

�ç©�: �©«à N ¡�  A «� ©ç¤¦¢� «à¤ ­¬© ¡é¤ ¡�  �¨«åà¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤,

�¤«å©«¦ ®�. �¨å�¦¬£� ©¬¤�¨«ã©� ª f : A �! N , �â«¦¤«�ª f(x) = x, ¡� 

g : N �! A, �â«¦¤«�ª g(x) = 2x. �  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �å¤�  �£­¬«�ç©� ª.

�¨á�£�« , �¤ f(x) = f(y), «æ«� x = f(x) = f(y) = y. �§å©�ª, �¤ g(x) =

g(y), «æ«� 2x = g(x) = g(y) = 2y ¡�  ©¬¤�§éª x = y. �¬£§�¨�å¤¦¬£� æ« 

f : A � N ¡�  g : N � A. �§æ «¦ ��é¨�£� Cantor-Bernstein §¨¦¡ç§«�  æ« 

A � N .

1.32 �� �� ®��å æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ � «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�   ©á¨ �£¦ £� «¦

©ç¤¦¢¦ � «à¤ �¡�¨�åà¤ �¨ �£é¤.

�ç©�: � «�¬«¦« ¡ã ©¬¤á¨«�©� f : N �! Z, f(x) = x �å¤�  �£­ç«�¬©�,

é©«� N � Z. �¨å�¦¬£� «� ©¬¤á¨«�©� g : Z �! N �â«¦¤«�ª

g(x) =

8><>:
0 �¤ x = 0

2x �¤ x > 0

2(�x) + 1 �¤ x < 0
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�¨¦­�¤éª, �¤ 2x = 2y «æ«� x = y ¡�  �¤ 2(�x)+ 1 = 2(�y)+ 1, «æ«� x = y.

��¢��ã � ©¬¤á¨«�©� g �å¤�  £ � �£­ç«�¬©� g : Z � N . �¬£§�¨�å¤¦¬£�, �§æ

«¦ ��é¨�£� Cantor-Bernstein, æ«  Z � N .

1.33 �� �� ®��å æ«  �¤ A � X ¡�  B � Y «æ«� A�B � X � Y .

�ç©�: �©«à f : A � X ¡�  g : B � Y �£­ £¦¤æ« £�ª ©¬¤�¨«ã©� ª. �¨å-

�¦¬£� «� ©¬¤á¨«�©� f � g : A � B �! X � Y , �â«¦¤«�ª (f � g)(a; b) =

(fa; gb) 2 X � Y . �¤ (f � g)(a; b) = (f � g)(a0; b0), «æ«� (fa; gb) = (fa0; gb0)

¡�  ©¬¤�§éª fa = fa0 ¡�  gb = gb0. �¢¢á ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª f; g �å¤�  £¦¤æ« £�ª

¡� , ©¬¤�§éª, a = a0 ¡�  b = b0. �¬«æ ��å®¤�  æ«  � ©¬¤á¨«�©� f � g �å¤� 

£¦¤¦©ã£�¤«�. �¬¤�§éª, A � B � X � Y . � ©¬¤á¨«�©� f � g �å¤�  æ£àª

¡�  �§ £¦¨­ ¡ã. �¤ (x; y) 2 X � Y , «æ«� x 2 X ¡�  y 2 Y . �§� �ã ¦  f; g

�å¤�  �§ £¦¨­ ¡âª, ¬§á¨®¦¬¤ a; b é©«� ¤�  ©®ç�  x = fa; y = gb. �æ«� æ£àª

(x; y) = (f � g)(a; b). �¬¤�§éª f � g : A�B � X � Y .

1.34 �� �� ®��å æ«  N � N �N ¡�  Z � Z �Z, æ§¦¬ N;Z �å¤�  «� ©ç¤¦¢�

«à¤ ­¬© ¡é¤ ¡�  «à¤ �¡�¨�åà¤ �¨ �£é¤, �¤«å©«¦ ®�.

�ç©�: � ©¬¤á¨«�©� n 7! (n; n) �å¤�  £ � �£­ç«�¬©� «¦¬ N ©«¦ N � N .

� � «¦ �¤«å©«¨¦­¦, ¦¨å�¦¬£� f : N �N �! N �â«¦¤«�ª f(m;n) = 2m3n. �¤

f(m;n) = f(r; s) «æ«� 2m3n = 2r3s ¡�  ©¬¤�§éª, ®¨�© £¦§¦ é¤«�ª ¡�¤æ¤�ª

�¬¤á£�à¤, â®¦¬£� 2m�r = 3s�n.

�¤ m = r, «æ«� 2m�r = 20 = 1 = 3s�n ¡� , ©¬¤�§éª, 3s�n = 30, ¦§æ«�

s� n = 0 (�§� �ã � �¡��« ¡ã ©¬¤á¨«�©� �å¤�  £¦¤¦©ã£�¤«�), ��¢��ã s = n.

�¤«å©«¦ ®�, ¥�¡ ¤é¤«�ª �§æ «�¤ ¬§æ��©� æ«  s = n, ¡�«�¢ã�¦¬£� £� §�-

¨æ£¦ ¦ �§ ®�å¨�£� æ«  �� §¨â§�  �§å©�ª ¤�  ©®ç�  m = r.

�©«à «é¨� æ«  m� r = k 6= 0 ¡�  s� n = t 6= 0. �æ«� æ£àª �� §¨â§�  ¦

�¨ �£æª 2 ¤� � � ¨�å «�¤ §�¨á©«�©� 3t. �¬«æ æ£àª �å¤�  ��ç¤�«¦, �§� �ã ¦ 2

��¤ � � ¨�å «¦¤ 3.

��«�¢ã�¦¬£� æ«  �� §¨â§�  ¤�  ©®ç�  m = r ¡�  n = s. �¬«æ ��å®¤�  æ« 

� ©¬¤á¨«�©� f �å¤�  £¦¤¦©ã£�¤«�. �¬¤�§éª, ��å¥�£� æ«  ¬§á¨®�  �£­ç«�¬©�

f : N � N � N . �¨¦¡ç§«� , �§æ «¦ ��é¨�£� Cantor-Bernstein, æ«  N �

N �N .

� � ¤� ��å¥¦¬£� æ«  Z � Z�Z ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� �§æ�� ¥�

� � «¦ N , ¡��éª ¡�  «¦ ��¨á�� �£� 1.33. �©«�, �­¦ç N � Z, �� �å¤�  ¡� 

N �N � Z �Z. �¢¢á ��å¥�£� �§å©�ª æ«  N � Z ¡�  N � N �N . �¬¤�§éª

â®¦¬£�

Z � Z � N �N � N � Z
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1.35 �� ©ç¤¦¢� A�B ¡�  B � A �å¤�   ©¦�ç¤�£�.

�ç©�: �¨á�£�« , â©«à f : A � B �! B � A � ©¬¤á¨«�©� §¦¬ ¦¨å��«� 

£� «� ©®â©� f(a; b) = (b; a). � f �å¤�  �£­ç«�¬©�, �­¦ç �¤ (b; a) = (b0; a0),

«æ«� b = b0 ¡�  a = a0. �¨å��«� , �§¦£â¤àª, ¡�  � �¤«å©«¨¦­� ©¬¤á¨«�©�

f�1 : B � A �! A � B, £� «¦¤ §¨¦­�¤ã ¡�¤æ¤�, f�1(b; a) = (a; b). �©«�

A�B � B � A.

1.36 �©®ç�  A� (B � C) � (A�B)� C.

�ç©�: �¨á�£�« , â©«à f : A � (B � C) �! (A � B) � C � ©¬¤á¨«�©�

f(a; (b; c)) = ((a; b); c). � f �å¤�  1-1, � æ«  �¤ f(a; (b; c)) = f(a0; (b0; c0)),

«æ«� �ç¡¦¢� §¨¦¡ç§«�  �§æ «� ��© ¡ã  � æ«�«� � �«�«��£â¤à¤ ��¬�é¤ æ«  a =

a0; b = b0 ¡�  c = c0. �§¦£â¤àª, A � (B � C) � (A � B)� C. �¤« ©«¨æ­àª,

â©«à g : (A�B)�C �! A� (B�C) � ©¬¤á¨«�©� g((a; b); c) = (a; (b; c)). �

g �� �å¤�  �§å©�ª �£­ç«�¬©�, é©«� §¨¦¡ç§«�  æ«  A� (B�C) � (A�B)�C.

1.37 �¦ ©ç¤¦¢¦ N æ¢à¤ «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�   ©¦�ç¤�£¦, «æ©¦ £�

«¦ ©ç¤¦¢¦ E «à¤ �¨«åà¤ ­¬© ¡é¤, æ©¦ ¡�  £� «¦ ©ç¤¦¢¦ O «à¤ §�¨ ««é¤

­¬© ¡é¤.

�ç©�: � ©¬¤á¨«�©� f : E �! N §¦¬ �å¤�  � «�¬«æ«�«� ©«¦ E, ��¢��ã

f(x) = x, �å¤�  �£­ç«�¬©� «¦¬ E ©«¦ X. �¤«å©«¨¦­�, � ©¬¤á¨«�©� g :

N �! E §¦¬ ¦¨å��«�  £� «� ©®â©� g(x) = 2x �å¤�  �£­ç«�¬©�, � æ«  �¤

2x = 2y, «æ«� x = y (�§å©�ª, �â�� �, �¤ x �å¤�  ­¬© ¡æª, «æ«� 2x �å¤� 

á¨« ¦ª ­¬© ¡æª). �§¦£â¤àª, §¨¦¡ç§«�  �§æ «¦ ��é¨�£� «à¤ Cantor-Bernstein

æ«  N � E. ��¨æ£¦ � �å¤�  ¡�  � ¡�«á©«�©� £� «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §�¨ ««é¤

�¨ �£é¤, �§ ¢â�¦¤«�ª «� ©¬¤á¨«�©� h : N �! O §¦¬ ¦¨å��«�  £� «� ©®â©�

h(n) = 2n+ 1.

1.38 �� �� ®��å æ«  [(A�B)! C] � [A! [B ! C]]

1.39 �� �� ®��å æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ �¨«åà¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�   ©á¨ �£¦

£� «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §�¨ ««é¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤.

1.40 �� �� ®��å æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�   ©á¨ �£¦ £� «¦

©ç¤¦¢¦ «à¤ ¨�«é¤ �¨ �£é¤.
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1.41 �©«à n «¬®æ¤ ­¬© ¡æª �¨ �£æª. �§� �ã ¦ n �å¤�  ©ç¤¦¢¦, â®�  ¤æ�£�

¤� �¨á¯¦¬£� [n! A] � � «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �§æ «¦ n ©«¦ ©ç¤¦¢¦

A. ��å¥«� æ«  [n! A] � A� � � � � A| {z }
n�§�¨á�¦¤«�ª

.

1.42 ��å¥«� æ«   ©®ç�  [(A�B)! C] � [A! [B ! C]].

1.43 �� �� ®��å æ«  A� ((B � C)�D) � (A�B)� (C �D).

1.44 ��å¥«� æ«  [A! B] � P (A � B), æ§¦¬ P �å¤�  ¦ «�¢�©«ãª �¬¤�£¦©¬-

¤æ¢¦¬.

1.45 ��å¥«� æ« , �¤ a � m; b � n, «æ«� a+ b � m+ n, �¢¢á a [ b � m+ n

�¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ a \ b = ;.

1.3 ��¢âª � �«á¥� ª ¡�  �§��à�ã

�©«à A ©ç¤¦¢¦ ¡�  R � A
2 £ � ©®â©� §á¤à ©«¦ A. � ©®â©� R ¦¤¦-

£á��«� 

� �¤« ©¬££�«¨ ¡ã (antisymmetric), æ«�¤ � � ¡á�� a; a0 2 A  ©®ç� :
�¤ aRa0 ¡�  a0Ra «æ«� a = a

0

� ©®â©� £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª (partial order), �¤ �å¤�  £�-�¬«¦§��ãª
¡�  £�«���« ¡ã

� ©®â©� (¦¢ ¡ãª ã �¨�££ ¡ãª) � á«�¥�ª (total order, linear order
ã �§¢á order), �¤ �å¤�  ©®â©� £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª ¡�  �§ §¢â¦¤ � �
¡á�� a; b 2 A  ©®ç�  «¦¬¢á® ©«¦¤ £ � �§æ « ª ©®â©� ª a = b, aRb
ã bRa (�¨®ã «¨ ®¦«¦£ �ª).

��¨�«ã¨�©� 1.3.1 �¬¤ã�àª, ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «o ©ç£�¦¢o < � � ©®â©�
(£�¨ ¡ãª ã ¦¢ ¡ãª) � á«�¥�ª. �¦ �¬«¦§��âª ¡¢�å© £¦ £ �ª ¦¢ ¡ãª � á-
«�¥�ª ©¬£�¦¢å��«�  £� �, æ§¦¬ a � b �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ a = b ã a < b.
��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ � ©®â©� < �å¤�  £ � £�¨ ¡ã � á«�¥�, «æ«� «¦ �¬-
«¦§��âª ¡¢�å© £æ «�ª � �å¤�  £ � ©®â©� �¬«¦§��ãª, �¤« ©¬££�«¨ ¡ã ¡� 
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£�«���« ¡ã. �¤«å©«¨¦­�, �¤ � �å¤�  £ � ©®â©� £� « ª §�¨�§á¤à  � æ«�-
«�ª ¡�  ¦¨å©¦¬£� x < y �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x 6= y ¡�  x � y, «æ«� � <
�å¤�  £�-�¬«¦§��ãª ¡�  £�«���« ¡ã. �� �¤�­�¨æ£�©«� ©« ª ©®â©� ª <
ã � ©�¤ ©®â©� ª £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª, �¡«æª ¡�  �¤ ®¨� á��«�  ¤� ¡á¤¦¬£�
«�¤ �¬©«�¨ã � á¡¨ ©�.

�� � �©«ã£�«� ©� £ � �¦£ã � á«�¥�ª hX;<i ¦¨å�¦¤«�  £� «¦ �¤à©«æ
«¨æ§¦:

[x; y] = fz 2 Xj x � z � yg (x; y] = fz 2 Xj x < z � yg
(x; y) = fz 2 Xj x < z < yg [x; y) = fz 2 Xj x � z < yg
�©«à «é¨� A ©ç¤¦¢¦, � £ � ©®â©� £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª ©«¦ A ¡� 

a 2 A. �� ¢â£� æ«  «¦ a �å¤�  «¦ �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦ «¦¬ A (àª §¨¦ª
«� � á«�¥� �) æ«�¤ � � ¡á�� b 2 A â®¦¬£� a � b.

��¤ ¡æ«�¨�, «¦ a �å¤�  «¦ �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦ «¦¬ A £� «�¤  � æ«�«�
�, æ«�¤  ©®ç�  �(a) (��¢��ã «¦ a â®�  «�¤  � æ«�«� �) ¡�  �¤ � � ¡á��
b 2 A, �¤ �(b), «æ«� a � b. �� á¢¢� ¢æ� �, «¦ a ©'�¬«ã «�¤ §�¨å§«à©�
�å¤�  «¦ �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ fb 2 Aj �(b)g = A \ fbj �(b)g.

�©«à A ©ç¤¦¢¦ ¡�  < £ � � £�¢ãª ©®â©� ©«¦ A. � �¦£ã A = hA;<i
¦¤¦£á��«�  �¦£ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª (well-ordering) æ«�¤  ©®ç� 

1. � ©®â©� < �å¤�  �¨�££ ¡ã � á«�¥�, ¡� 

2. �á�� £�-¡�¤æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ A â®�  �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦.

�¦ «¬§ ¡æ §�¨á�� �£� �¦£ãª ¡�¢ãª � á«�¥�ª, £� «¦ ¦§¦å¦ �å¤�  �¥¦ -
¡� à£â¤¦ª ¦ �¤��¤é©«�ª, �å¤�  � �¦£ã «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ £� «� ©¬-
¤�� ©£â¤� «¦¬ª � á«�¥�

0 < 1 < 2 < � � � < n < n+ 1 < � � �
�©«æ©¦, � �¦£ã hZ;<i «à¤ �¡�¨�åà¤
� � � < �(n+1) < �n < � � � < �2 < �1 < 0 < 1 < 2 < � � � < n < n+1 < � � �
��¤ �å¤�  ¡�¢ã � á«�¥�, �­¦ç � � §�¨á�� �£� «¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦ fx 2 Zjx <
0g �å¤�  £�-¡�¤æ, �¢¢á ��¤ â®�  �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦. � �¦£ã �¬«ã �å¤� 
£ � �¨�££ ¡ã (¦¢ ¡ã) � á«�¥�, �¢¢á æ®  £ � ¡�¢ã � á«�¥�.
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��é¨�£� 1.3.2 (�¨®ã �¢á® ©«¦¬ �«¦ ®�å¦¬ ¡�  �§��à�ã)

�©«à h A;<i £ � �¦£ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª ¡�  � £ �  � æ«�«�.

1. �¤ ¬§á¨®�  x 2 A é©«� �(x) (��¢��ã «¦ x ¤� â®�  «�¤  � æ«�«�

�), «æ«� ¬§á¨®�  â¤� �¢á® ©«¦ a 2 A à©«� �(a).

2. �¤ 8x 2 A  ©®ç�  (8y 2 A)(y < x) �(y)) =) �(x), «æ«�  ©®ç� 
(8x 2 A)�(x). ��¢��ã, � ¬§æ��©� æ«  � � ¡á�� x 2 A ©¬£��å-

¤�  æ«  «¦ x â®�  «�¤  � æ«�«� �, ¬§æ «�¤ §¨¦è§æ��©� æ«  ¡á��

§¨¦��¦ç£�¤¦ ©«¦ ®�å¦ y < x â®�  «�¤  � æ«�«� �, ©¬¤�§á��«�  æ« 
¡á�� ©«¦ ®�å¦ x 2 A â®�  «�¤  � æ«�«� �.

�¬¤â§� � «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �§��à�ãª ©� ��¢âª � �«á¥� ª �å¤�  ¡�  «¦
��é¨�£� �§��à�ãª ©� ­¬© ¡¦çª �¨ �£¦çª, «¦ ¦§¦å¦ � �«¬§é¤¦¬£� §�¨�-
¡á«à.

�æ¨ ©£� 1.3.3 (����£�« ¡ã �§��à�ã) �©«à � £ �  � æ«�«� ­¬© -

¡é¤ �¨ �£é¤. �¤ â®¦¬£�

1. �(0)

2. � � ¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n, �¤ �(n) «æ«� �(n+ 1)

«æ«� ¡á�� ­¬© ¡æª �¨ �£æª â®�  «�¤  � æ«�«� �.

��¨���å�£�«� ¡�  �©¡ã©� ª

1.46 �©«à hA;<i £ � �¦£ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª ¡�  B � A. �¨á­¦¬£� hB;<i

� � «� �¦£ã §¦¬ §¨¦¡ç§«�  §�¨ ¦¨å�¦¤«�ª «� ©®â©� < ©«� ©«¦ ®�å� «¦¬ B. ��

�� ®��å æ«  ¡�  � �¦£ã hB;<i �å¤�  �¦£ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª.

�ç©�: � ©®â©� < �å¤�  £�-�¬«¦§��ãª ¡�  £�«���« ¡ã ©«� ©«¦ ®�å� «¦¬ B

�§� �ã �¬«á �å¤�  ¡�  ©«¦ ®�å� «¦¬ �. �§å©�ª, �¤ b; b0 2 B «æ«� b; b0 2 A é©«�

��  ©®ç�  b = b0, ã b < b0, ã b > b0, ��¢��ã � �¦£ã hB;<i �å¤�  £ � �¨�££ ¡ã

� á«�¥�. �©«à �§å©�ª x 2 X � B â¤� £� ¡�¤æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ B. �æ«� «¦

X �å¤�  â¤� £� ¡�¤æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ A ¡�  ©¬¤�§éª â®�  �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦ u.

�¬£§�¨�å¤¦¬£� �§¦£â¤àª æ«  � �¦£ã hB;<i �å¤�  �¦£ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª.
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1.47 �§¦��å¥«� æ«  �¤ f : A � B ¡�  «¦ A �å¤�  ¡�¢ã � á«�¥�, «æ«� ¡�  «¦

B �å¤�  ¡�¢ã � á«�¥�.

1.48 �©«à X = f0; 1; 2; 3; 4g. ��å¥«� æ«  «¦ �¬¤�£¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ X, P (X),

�§¦«�¢�å £ � ©®â©� £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª. �å¤�  � � á«�¥� �¬«ã �¨�££ ¡ã; �å¤� 

¡�¢ã � á«�¥�; (�¤ ¤� , �§¦��å¥«� «¦. �¤ æ® , �é©«� â¤� �¤« §�¨á�� �£�).

1.49 �¥���å©«� � �«å «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §¨��£�« ¡é¤ �¨ �£é¤ £� «� ©¬¤�� -

©£â¤� � á«�¥� «à¤ §¨��£�« ¡é¤ ��¤ �§¦«�¢�å �¦£ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª.

1.50 ��à¨�å©«� «¦ ¡¢� ©«æ � á©«�£� [0,1] àª ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ «à¤

§¨��£�« ¡é¤ �¨ �£é¤. �§¦«�¢�å «¦ � á©«�£� �¬«æ �¨�££ ¡ã � á«�¥�; �ã§àª

�§¦«�¢�å ¡�¢ã � á«�¥�;

1.51 �� �� ®��å æ«  � � ¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n  ©®ç�  2n � 1.

�ç©�: �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �§¦«�¢�å £ � ¡�¢ã � á«�¥� ¡� 

�§¦£â¤àª £§¦¨¦ç£� ¤� �­�¨£æ©¦¬£� «¦ ��é¨�£� �§��à�ãª. ��®æ£�©«� àª

¬§æ��©� æ« 

(8n)[(8m)(m < n =) 2m � 1) =) 2n � 1]

�� ��å¥¦¬£� æ«  (8n)(2n � 1). �©«à n «¬®æ¤ ­¬© ¡æª. �¤ �å¤�  n = 0, «æ«�

2n = 20 = 1 � 1. �©«à «é¨� n > 0. �§¦�â«¦¬£� � � «�¤ �§��à�ã æ«  � �

¡á�� m < n  ©®ç�  2m � 1. �¢¢á «æ«� â®¦¬£� 2n = 2 � 2n�1 � 2 � 1 � 1,

� æ«  0 � n � 1 < n ¡�  á¨�  ©®ç�  � � «¦¤ n � 1 æ«  2n�1 � 1. �§¦£â¤àª

£§¦¨¦ç£� ¤� ©¬£§�¨á¤¦¬£� æ«  � � ¡á�� n  ©®ç�  2n � 1.

1.52 �� �� ®��å æ«  � � ¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n, 0+1+2+ � � �+n =
n(n+ 1)

2 .

�ç©�: � � n = 0 � §¨æ«�©� �å¤�  §¨¦­�¤ãª. �©«à æ«  1 + � � � + m =
m(m+ 1)

2 . �æ«�

1 + � � �+m+ (m+ 1) =
m(m+ 1)

2
+ (m+ 1) =

m2 +m

2
+
2m+ 2

2
=

=
m2 + 3m+ 2

2
=

(m+ 1)(m+ 2)

2
=

(m+ 1)[(m+ 1) + 1]

2

�§æ «¦ �¥åà£� �§��à�ãª, ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  � � ¡á�� n 2 ! â®¦¬£� 0 + 1 +

2 + � � �+ n =
n(n+ 1)

2 .



��­ 1 �«¦ ®�å� ��à¨å�ª �¬¤æ¢à¤ 25

1.53 �� �� ®��å æ«  1 + 1
2
+ � � �+ 1

2n
= 2n+1�1

2n
.

1.54 �� �� ®��å æ«  1 + 2 + � � �+ n =
n(n+1)

2
.

1.55 �� �� ®��å æ«  � � n � 1  ©®ç�  2n�1 � n!.

1.56 �� �� ®��å æ«  12 + 22 + � � �+ n2 =
n(n+1)(2n+1)

6
.

1.57 �©«à (A;<) £ � �¦£ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª ¡�  ¬§¦�â©«� æ«  ; 2 A. �§¦-

��å¥«� æ«  ¬§á¨®�  â¤� �¢á® ©«¦ £�«���« ¡æ ©ç¤¦¢¦ ©«�¤ A (â¤� ©ç¤¦¢¦ x

�å¤�  £�«���« ¡æ, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ 8y; z �¤ z 2 y 2 x, «æ«� ¡�  z 2 x).

1.58 �¨á­¦¬£� �A �¤«å � � X nA. �� �� ®��å æ« 

�(A0 \ � � � \ An) = (�A0) [ � � � [ (�An)

� � ¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n.

1.59 �� �� ®��å �§å©�ª æ« 

�(A0 [ � � � [ An) = (�A0) \ � � � \ (�An)

� � ¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n.

1.60 ��å¥«� æ«  n�B � B + � � �+B| {z }
n�§¨¦©��«�å¦ 

, æ§¦¬ + �å¤�  ¦ «�¢�©«ãª � �®à¨ ©£â-

¤�ª â¤à©�ª.

1.61 �¨�© £¦§¦ é¤«�ª « ª �©¡ã©� ª 1.41 ¡�  1.42, �§¦��å¥«� æ« 

[(m� n)! A] � A� � � � � A| {z }
mn�§�¨á�¦¤«�ª

� � æ¢¦¬ª «¦¬ª ­¬© ¡¦çª �¨ �£¦çª m;n.

1.62 �� �� ®��å æ«  13 + 23 + � � �+ n3 =
n2(n+1)2

4
.

1.63 �� �� ®��å æ«  n
n+1

= 1
1�2

+ 1
2�3

+ � � �+ 1
n�(n+1)

.

1.64 �� �� ®��å æ«  N� f10; 11; 12; 13 : : :g = fn 2 Nj n � 10g.
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1.4 � �«�¡« ¡¦å ¡�  �¢�� ¡¦å �¨ �£¦å

�¤�ª ­¬© ¡æª �¨ �£æª £§¦¨�å ¤� �¤�§�¨�©«���å ©¬¤¦¢¦��à¨�« ¡á àª «¦
©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ §¨¦��¦¬£â¤à¤ «¦¬ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ (é©«� 0 = ;,
1 = f0g = f;g, ¡�  n + 1 = f0; : : : ; n � 1; ng = n [ fng. �¤� ©ç¤¦¢¦
A ¦¤¦£á��«�  £�«���« ¡æ (transitive), æ«�¤ � � ¡á�� £â¢¦ª a 2 A

¡�  ¡á�� b, �¤ b 2 a, «æ«� b 2 A, ��¢��ã �¤ «� £â¢� «à¤ £�¢é¤ «¦¬
�å¤�  �§å©�ª ¡�  � ¡á «¦¬ £â¢�. �¤� ©ç¤¦¢¦ x ¦¤¦£á��«�  � �«�¡« ¡æª
�¨ �£æª (ordinal number), �¤ �å¤�  £�«���« ¡æ ¡�  ¡�¢á � �«�«��£â¤¦
�§æ «� ©®â©� 2.

�¬£�¦¢å�¦¬£� £� On «� ©¬¢¢¦�ã fxj x �å¤�  � �«�¡« ¡æª �¨ �£æªg.
� � §�¨á�� �£�, â©«à a = ;, b = fag, c = fa; bg. �� ©ç¤¦¢�

�¬«á �å¤�  £�«���« ¡á ¡�  ¡�¢á � �«�«��£â¤� �§æ «� ©®â©� £â¢¦¬ª, ¡� 
�§¦£â¤àª �å¤�  � �«�¡« ¡¦å �¨ �£¦å. �¦ ©ç¤¦¢¦ fbg ��¤ �å¤�  � �«�¡« ¡æª
�¨ �£æª � æ«  ��¤ �å¤�  £�«���« ¡æ. �¨á�£�« , a 2 b �¢¢á a 62 fbg.

�¨æ«�©� 1.4.1 �á�� ­¬© ¡æª �¨ �£æª �å¤�  � �«�¡« ¡æª. �§å©�ª, «¦

©ç¤¦¢¦ «à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�  � �«�¡« ¡æª �¨ �£æª (¦ ¦§¦å¦ª ©¬£-

�¦¢å��«�  £� !).

�§æ «¦¤ «¨æ§¦ §¦¬ â®¦¬£� �¤�§�¨�©«ã©�  «¦¬ª ­¬© ¡¦çª §¨¦¡ç§«�  æ« 
� � ¡á�� n  ©®ç�  n + 1 = n [ fng. ��¤ ¡�ç¦¤«�ª, ¢â£� æ«  â¤�ª � �-
«�¡« ¡æª �¨ �£æª � �å¤�  �§æ£�¤¦ª (successor) «¦¬ � �¤ � = � [ f�g.
�� ¢â£� �§¢á æ«  ¦ � �å¤�  �§æ£�¤¦ª, �¤ ¬§á¨®�  ¡á§¦ ¦ª � �«�¡« ¡æª
�¨ �£æª � â«©  é©«� � = � [ f�g. �á�� � �«�¡« ¡æª �¨ �£æª §¦¬ ��¤
�å¤�  �§æ£�¤¦ª ã 0 ¦¤¦£á��«�  ¦¨ �¡æª (limit ordinal).

�¨¦¡ç§«�  �§å©�ª æ«  ¡�  !+1 = ![f!g �å¤�  � �«�¡« ¡æª �¨ �£æª,
�¬©«�¨á £���¢ç«�¨¦ª «¦¬ ! �­¦ç ! 2 ! + 1. ��£ ¦¬¨��å«�  â«©  £ �
�¡¦¢¦¬�å� � �«�¡« ¡é¤ �¨ �£é¤

!; ! + 1; : : : ; ! + n; : : :

�§� �ã
S
n2! n = !, â®¦¬£� ¡� 

S
n2!(!+n) = !+!. �¬£�¦¢å�¦¬£� «¦

� �«�¡« ¡æ �¨ �£æ ! + ! £� ! � 2. �¨¦¡ç§«�  â«©  £ � á§� ¨� �¡¦¢¦¬�å�

!; ! � 2; : : : ; ! � n; : : :
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«�ª ¦§¦å�ª � â¤à©� �å¤�  ¦ �¨ �£æª ! � ! = !
2 =

S
n2! ! � n. �¨¦¡ç§«� 

¡�  §á¢  £ � �¡¦¢¦¬�å�

!; !
2
; : : : ; !

n
; : : :

«�ª ¦§¦å�ª «¦ æ¨ ¦ (� â¤à©�) �å¤�  ¦ �¨ �£æª !! =
S
n2! !

n. �¬¤�®å�¦-
¤«�ª ¡�«'�¬«æ¤ «¦¤ «¨æ§¦ §�å¨¤¦¬£� «�¤ �¡¦¢¦¬�å�

!; !
!
; !

!!
; !

!!
!

; : : :

«�ª ¦§¦å�ª «¦ æ¨ ¦ (â¤à©�) ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� !1. �¬© ¡á £§¦¨¦ç£� ¤�
�§�¤�¢á�¦¬£� «� §¨¦��¦ç£�¤� £� «¦¤ !1 �¤«å � � «¦¤ !, §�å¨¤¦¤«�ª â«© 
«¦¤ !2, ¡�  «� ¢¦ §á!

� �«¬§é¤¦¬£� ®à¨åª �§æ�� ¥� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ ��é¨�£� �§��à�ãª ©�
� �«�¡« ¡¦çª �¨ �£¦çª.

�¨æ«�©� 1.4.2 (�§��à�ã ©� � �«�¡« ¡¦çª �¨ �£¦çª) �©«à � £ �

 � æ«�«� � �«�¡« ¡é¤ �¨ �£é¤. �¤ â®¦¬£�

1. �(0) (��¢��ã «¦ £��â¤ â®�  «�¤  � æ«�«� �)

2. � � ¡á�� �, �¤ �(�) «æ«� �(� [ f�g) (��¢��ã �¤ ¦ � â®�  «�¤

 � æ«�«� �, «æ«� «�¤ â®�  ¡�  ¦ �§æ£�¤æª «¦¬)

3. � � ¡á�� ¦¨ �¡æ � �«�¡« ¡æ �¨ �£æ �, á¤ æ¢� «� £â¢� � 2 �

â®¦¬¤ «�¤  � æ«�«� �, «æ«� ¡�  ¦ � â®�  «�¤  � æ«�«� �

«æ«� æ¢¦  ¦  � �«�¡« ¡¦å �¨ �£¦å â®¦¬¤ «�¤  � æ«�«� �.

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� �¬«æ «¦ ¬§¦¡�­á¢� ¦, � ©á�¦¤«�ª ©«¦ ®� à�éª «�¤ â¤-
¤¦ � «¦¬ §¢�� ¡¦ç �¨ �£¦ç.

�¤� ©ç¤¦¢¦ �å¤�  §�§�¨�©£â¤¦ �¤¤ �å¤�   ©á¨ �£¦ £� ¡á§¦ ¦ ­¬-
© ¡æ �¨ �£æ. �¢¢ éª �å¤�  á§� ¨¦ �¤� á§� ¨¦ ©ç¤¦¢¦ x �� ¦¤¦£á��«� 
�¨ �£ã© £¦ (countable) �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ x � ! ¡�  �¤�¨å�£�«¦ (un-
countable) ©«�¤ �¤«å��«� §�¨å§«à©�. �©¦�ç¤�£�, «¦ x �å¤�  �¨ �£ã© £¦
�¤ x � ! ã ¬§á¨®�  ­¬© ¡æª �¨ �£æª n 2 ! â«©  é©«� x � n. �«�¤
§�¨å§«à©� §¦¬ x � ! «¦ ©ç¤¦¢¦ �� ¦¤¦£á��«�  �§� ¨�¨ �£ã© £¦.
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� ©®â©�  ©�¨ �£å�ª £�ª �å¤�  «� �¬¤�«æ«�«� ¤� ¦¨å©¦¬£� â¤� £â«¨¦
£��â�¦¬ª �¤æª ©¬¤æ¢¦¬. � §¢�� ¡æª �¨ �£æª jxj �¤æª ¡�¢á � �«�«��-
£â¤¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ x �å¤�  ¦ £ ¡¨æ«�¨¦ª � �«�¡« ¡æª �¨ �£æª � §¦¬ �å¤� 
 ©á¨ �£¦ª £� «¦ x, � � x. �¤ ¬ ¦��«ã©¦¬£� «�¤ �¨®ã ¡�¢ãª � á«�¥�ª
( ¡á�� ©ç¤¦¢¦ �å¤�  ¡�¢á � �«á¥ £¦) «æ«� ¦¨å��«�  ¦ §¢�� ¡æª �¨ �£æª
¡á�� ©¬¤æ¢¦¬. �á�� ­¬© ¡æª �¨ �£æª �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� � �«�¡« ¡æª ¡� 
§¢�� ¡æª �¨ �£æª, �­¦ç ¦ £ ¡¨æ«�¨¦ª � �«�¡« ¡æª �¨ �£æª §¦¬ �å¤�   ©á-
¨ �£¦ª £� «¦ ­¬© ¡æ �¨ �£æ n �å¤�  ¦ å� ¦ª ¦ n. �§å©�ª, «¦ ©ç¤¦¢¦
«à¤ ­¬© ¡é¤ �¨ �£é¤ �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� � �«�¡« ¡æª ¡�  §¢�� ¡æª �¨ �-
£æª. �¨�© £¦§¦ ¦ç£� £á¢ ©«� «¦ ©¬£�¦¢ ©£æ ! æ«�¤ ©¡�­«æ£�©«� «¦
©ç¤¦¢¦ «à¤ ­¬© ¡é¤ àª � �«�¡« ¡æ �¨ �£æ ¡�  «¦ ©¬£�¦¢ ©£æ @0 æ«�¤
«¦ ©¡�­«æ£�©«� àª §¢�� ¡æ �¨ �£æ. ��¤ �å¤�  æ£àª æ¢¦  ¦  � �«�¡« ¡¦å
�¨ �£¦å ¡�  §¢�� ¡¦å �¨ �£¦å. � � §�¨á�� �£�, ! + n � !, � � ¡á��
­¬© ¡æ �¨ �£æ n, é©«� j! + nj = @0 = j!j.

��¨���å�£�«� ¡�  �©¡ã©� ª

1.65 �� �� ®��å æ«  �¤ a; b �å¤�  §�§�¨�©£â¤� ©ç¤¦¢�, «æ«� ¡�  a [ b �å¤� 

§�§�¨�©£â¤¦.

�ç©�: �©«à m;n ­¬© ¡¦å �¨ �£¦å é©«� ¤�  ©®ç�  a � m ¡�  b � n. �¨¡�å

¤� ��å¥¦¬£� æ«  a [ b � m + n. �©«à f : a � m ¡�  g : b � n ¡�  a + b

� � �®à¨ ©£â¤� â¤à©� «à¤ a; b, a + b = (f0g � a) [ (f1g � bg). �æ«� �

©¬¤á¨«�©� h : a [ b �! a+ b

h(x) =

(
(0; x) �¤ x 2 a

(1; x) �¤ x 2 b n a

�£­¬«�ç�  «�¤ â¤à©� ©«� � �®à¨ ©£â¤� â¤à©�, é©«� a [ b � a+ b. �¨å�¦¬£�

«é¨� «� ©¬¤á¨«�©� k : a+ b �! m+n �â«¦¤«�ª k(0; x) = f(x) ¡�  k(1; x) =

g(x). �§� �ã ¦  f; g �å¤�  1-1, �� �å¤�  ¡�  � k 1-1. �¬¤�§éª a [ b � a + b �

m+ n. �¬«æ ��å®¤�  æ«  � â¤à©� â®�  «¦ §¦¢ç m+ n ©«¦ ®�å� ¡� , �§¦£â¤àª,

�å¤�  §�§�¨�©£â¤¦ ©ç¤¦¢¦.

(��¤ ¡á,  ©®ç�  a+ b � m+ n ¡�  a [ b � m+ n �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ a \ b = ;.

1.66 �¤ e : � �! A �å¤�  �§ £¦¨­ ¡ã ©¬¤á¨«�©�, «æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦ A �å¤� 

�¨ �£ã© £¦.
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�ç©�: �¨å�¦¬£� £ � ©¬¤á¨«�©� f : A �! N àª �¥ãª. �¤ a 2 A, â©«à

Na = fn 2 N j e(n) = ag. �§æ «¦ ��¨á�� �£� 1.46 §¨¦¡ç§«�  æ«  «¦ Na �å¤� 

¡�¢ã � á«�¥�. �§� �ã � e �å¤�  �§ £¦¨­ ¡ã, Na 6= ;, é©«� ¬§á¨®�  n 2 N £�

«�¤  � æ«�«�: �(n) �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ e(n) = a. �¬¤�§éª, ¬§á¨®�  â¤� �¢á® ©«¦

m 2 Na � � «¦ ¦§¦å¦  ©®ç�  e(m) = a. �¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ �¢á® ©«¦ �¬«æ

©«¦ ®�å¦ £� �x:e(x) = a ¡�  ¦¨å�¦¬£� f(a) = �x:e(x) = a. � ©¬¤á¨«�©� f

�å¤�  1-1 (£¦¤¦£¦¨­ ¡ã) � æ«  �¤ f(a) = f(b) = n, «æ«� �� â§¨�§� ¤�  ©®ç� 

e(n) = a ¡�  e(n) = b, á«¦§¦, �­¦ç � e �å¤�  ©¬¤á¨«�©�. �§¦£â¤àª A � N

¡�  «¦ A �å¤�  �¨ �£ã© £¦.

1.67 �¨ �£ã© £�ª �¤é©� ª �¨ �£ã© £à¤ ©¬¤æ¢à¤ �å¤�  �¨ �£ã© £� ©ç¤¦¢�.

�§æ�� ¥�: �©«à B =
S
nAn ¡�  fn : N � An. �¨å�¦¬£� «� ©¬¤á¨«�©�

h : N � N �! B �â«¦¤«�ª h(n;m) = fn(m). �¤ b 2 B, «æ«� b 2 An � �

¡á§¦ ¦ ­¬© ¡æ �¨ �£æ n. �§� �ã � fn : N �! An �å¤�  �§ £¦¨­ ¡ã, â©«à

m 2 N é©«� ¤� �å¤�  b = fn(m). �æ«� æ£àª b = h(n;m). �¬£§�¨�å¤¦¬£�

æ«  � h : N �N �! B �å¤�  �§ £¦¨­ ¡ã. �«¦ ��¨á�� �£� 1.34 ��å®¤¦¬£� æ« 

N �N � N , ��¢��ã «¦ N �N �å¤�  �¨ �£ã© £¦. �¨�© £¦§¦ é¤«�ª àª �ã££�

«�¤ �©¡�©� 1.66 ¡�  «�¤ �©¡�©� 1.47, §¨¦¡ç§«�  æ«  «¦ B �å¤�  �¨ �£ã© £¦.

1.68 �� �� ®��å æ«  j! + nj = @0, � � ¡á�� ­¬© ¡æ �¨ �£æ n.

1.69 �©«à A â¤� �¨ �£ã© £¦ ©ç¤¦¢¦, jAj = @0. �� �§��à�ã ©«¦ ­¬© ¡æ

�¨ �£æ n, ¤� �� ®��å æ«  � � ¡á�� n � 1  ©®ç�  jA� � � � � A| {z }
n�§�¨á�¦¤«�ª

j = @0.

1.70 �©«à A â¤� �¨ �£ã© £¦ ©ç¤¦¢¦ ©¬£�æ¢à¤, A � !. � � ¢â¥� ©«¦

�¢­á��«¦ A �å¤�  £ � §�§�¨�©£â¤� �¡¦¢¦¬�å� a1 � � � an, � � n � 1. �©«à

W (A) «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¢â¥�à¤ ©«¦ �¢­á��«¦ A. ��å¥«� æ«  jW (A)j = jAj.

1.71 ��å¥«� æ«  � £ ¡¨æ«�¨� ©®â©�  ©¦�¬¤�£ �ª bR §¦¬ §�¨ â®�  £ � ©®â©� R

(��¨á�� �£� 1.26) «�¬«å��«�  £� «� ©®â©� R] §¦¬ ¡�«�©¡�¬á��«�  �â«¦¤«�ª

R0 = R

R�+1 = f(x; z)j(z; x) 2 R�g [ f(x; z)j9y (x; y); (y; z) 2 R�g

R� =
S
�2�R� (� ¦¨ �¡æª � �«�¡« ¡æª)
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R] =
S
�2OnR�

1.72 �©«à Rel(A) «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ � £�¢é¤ ©®â©�à¤ ©«¦ �¨ �£ã© £¦ ©ç¤¦¢¦

A � !. ��å¥«� æ«  Rel(A) � P (A).

1.73 �é©«� â¤� §�¨á�� �£� ©¬¤æ¢¦¬ x � � «¦ ¦§¦å¦  ©®ç�  x � x[ fxg ¡� 

â¤� §�¨á�� �£� � � «¦ ¦§¦å¦ x � x [ fxg.



��­á¢� ¦ 2

�«¦ ®�å� ��à¨å�ª � ¡«¬à«é¤

2.1 �£ � ¡«¬à«á, � ¡«¬à«á, �¢ã¨� � ¡«¬à«á

�ª ©®â©� £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª �� �¤¤¦¦ç£� ©«� ©¬¤â®� � £ � �¬«¦§��ã,
�¤« ©¬£�«¨ ¡ã ¡�  £�«���« ¡ã ©®â©�, ©ç£­à¤� £� «�¤ ��¨�«ã¨�©� 1.3.1.

�©«à hx;�i £ � �¦£ã £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª, y � x ¡�  a 2 x. �â£�
æ«  «¦ a �å¤�  §á¤à ­¨á�£� «¦¬ y æ«�¤ � � ¡á�� b 2 y  ©®ç�  b �
a. �¤«å©«¦ ®�, «¦ a �å¤�  ¡á«à ­¨á�£� «¦¬ y æ«�¤ � � ¡á�� b 2 y

 ©®ç�  a � b. �¦ ©ç¤¦¢¦ y �� «¦ ¦¤¦£á�¦¬£� ­¨��£â¤¦ �§æ §á¤à

(�¤«å©«¦ ®�, �§æ ¡á«à) �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ ¬§á¨®�  â¤� á¤à (�¤«å©«¦ ®�,
¡á«à) ­¨á�£�. �� ¢â£� æ«  «¦ y �å¤�  ­¨��£â¤¦ æ«�¤ �å¤�  ­¨��£â¤¦
«�¬«æ®¨¦¤� �§æ §á¤à ¡�  �§æ ¡á«à.

�©«à x; y æ§àª §�¨�§á¤à. �©«à �§å©�ª z «¦ ©ç¤¦¢¦

z = fa 2 xj «¦ a �å¤�  á¤à ­¨á�£� «¦¬ yg
�æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦ z £� «¦¤ §�¨ ¦¨ ©£æ «�ª ©®â©�ª � á«�¥�ª �, ��¢��ã �
�¦£ã hz;�jzi, �§¦«�¢�å £ � �¦£ã £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª. �¤ � �¦£ã �¬«ã â®� 
â¤� �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦ u, «æ«� «¦ u �å¤�  «¦ �¢á® ©«¦ §á¤à ­¨á�£�

(least upper bound) «¦¬ y. �¬£�¦¢ ¡á �¨á­¦¬£� u =
W
x ã u = sup(x)

(�§æ «� ¢â¥� supremum) ã u = lub(x) (�§æ «� �¨® ¡á «�ª ­¨á©�ª least
upper bound). �¤«å©«¦ ®� ¦¨å��«�  «¦ £â� ©«¦ ¡á«à ­¨á�£� `, in�mum
ã glb (greatest lower bound), ¡�  �¨á­¦¬£� ` =

V
x ã ` = inf(y) ã

` = glb(y).

31
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�©«à «é¨� A £ � ¡¢á©� ¡�  R � A
2 £ � ©®â©�. �� hA;Ri ©¬£�¦-

¢å�¦¬£� «� (©®�© �¡ã) �¦£ã §¦¬ �§¦«�¢�å«�  �§æ «�¤ ¡¢á©� A ¡�  «�
©®â©� R. �� �å«�¨�ª ©�£�©å�ª �å¤�  ¦  �¦£âª (£�¨ ¡ãª ã ¦¢ ¡ãª) � á«�¥�ª
hA;�i.

�©«à hA;Ri ¡�  hB;Si �ç¦ �¦£âª ¡�  f : A ! B £ � ©¬¤á¨-
«�©�. �â£� æ«  � f �å¤�  £¦¨­ ©£æª �¦£é¤, ¡�  ©¬£�¦¢å�¦¬£� f :
hA;Ri �! hB;Si, æ«�¤ � � ¡á�� a; a0 2 A �¤  ©®ç�  aRa0, «æ«�  ©®ç� 
¡�  f(a)Sf(a0).

�  £¦¨­ ©£¦å f : hA;�i �! hB;vi �¦£é¤ � á«�¥�ª ¦¤¦£á�¦¤«� 
£¦¤¦«¦¤ ¡âª (ã �ç¥¦¬©�ª) ©¬¤�¨«ã©� ª. �¤ f : hA;�i �! hB;v�1i,
«æ«� � f ¦¤¦£á��«�  �¤« «¦¤ ¡ã (ã ­�å¤¦¬©�) ©¬¤á¨«�©�.

�¨ ©£æª 2.1.1 �¤¦£á�¦¬£� � ¡«¬à«æ £ � �¦£ã (L;�) £�¨ ¡ãª � á-

«�¥�ª ©«�¤ ¦§¦å� ¡á�� ��¬�á¨  ©«¦ ®�åà¤ a; b 2 L â®�  �¢á® ©«¦ §á¤à

¡�  £â� ©«¦ ¡á«à ­¨á�£�.

�¨á­¦¬£� a _ b � � «¦ �¢á® ©«¦ §á¤à ­¨á�£� ¡�  a ^ b � � «¦ £â� -
©«¦ ¡á«à ­¨á�£� «à¤ a; b. �¤� � ¡«¬à«æ �å¤�  ­¨��£â¤¦, æ«�¤ â®� 
�¢á® ©«¦ ¡�  £â� ©«¦ ©«¦ ®�å¦, «� ¦§¦å� ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� 0, 1 ã ?;>.
� � �¦£ã £�¨ ¡ãª � á«�¥�ª (L;�) ©«�¤ ¦§¦å� ¬§á¨®¦¬¤ £æ¤¦ «� �¢á-
® ©«� §á¤à ­¨á�£�«� a _ b ��¬�é¤ ©«¦ ®�åà¤ �� ¦¤¦£á��«�  á¤à �£ -

� ¡«¬à«æ. �¤«å©«¦ ®�, â¤� ¡á«à �£ � ¡«¬à«æ �å¤�  £ � �¦£ã £�¨ ¡ãª
� á«�¥�ª (L;�) ©«�¤ ¦§¦å� ¬§á¨®¦¬¤ £æ¤¦¤ «� £â� ©«� ¡á«à ­¨á�£�«�
a ^ b ��¬�é¤ ©«¦ ®�åà¤. �¤� � ¡«¬à«æ �å¤�  §¢ã¨�ª, æ«�¤ ¡á�� ¬§¦-
©ç¤¦¢æ «¦¬ â®�  �¢á® ©«¦ §á¤à ¡�  £â� ©«¦ ¡á«à ­¨á�£�. �¤ A � L

�å¤�  ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ §¢ã¨¦¬ª � ¡«¬à«¦ç L, �¨á­¦¬£�
W
A ¡� 

V
A � �

«�¤ â¤à©� ¡�  «¦£ã «¦¬ A �¤«å©«¦ ®�.
�©«à A;B � ¡«¬à«á ¡�  f : A �! B £ � ©¬¤á¨«�©�. �â£� æ«  �

f �å¤�  £¦¨­ ©£æª � ¡«¬à«é¤ �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ � f � �«�¨�å «¦£âª ¡� 
�¤é©� ª, ��¢��ã f(a _ b) = f(a) _ f(b) ¡�  f(a ^ b) = f(a) ^ f(b). �¤
«� � ¡«¬à«á �å¤�  ­¨��£â¤� ¡�  �§ §¢â¦¤ � f � �«�¨�å «¦ £â� ©«¦ §á¤à
¡�  �¢á® ©«¦ ¡á«à ­¨á�£�, ��¢��ã f(1A) = 1B ¡�  f(0A) = 0B, «æ«�
¢â£� æ«  � f �å¤�  â¤�ª 01-£¦¨­ ©£æª � ¡«¬à«é¤.

�¤� � ¡«¬à«æ (L;�;^;_) ¦¤¦£á��«�  �§ £�¨ ©« ¡æ, �¤  ©®ç¦¬¤ ¦ 
§�¨�¡á«à «�¬«æ«�«�ª

a ^ (b _ c) = (a ^ b) _ (a ^ c) a _ (b ^ c) = (a _ b) ^ (a _ c)
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�®ã£� 2.1: � ��¨á££�«� ��§�¨�©£â¤à¤ � ¡«¬à«é¤, I

1
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==

==
==

1

��
��
��
��

==
==

==
==

1

a b a c b a

0

========

��������
0

========

��������
0

�¨æ«�©� 2.1.2 �¤ (A;�;^;_) � ¡«¬à«æ, «æ«� ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª «¦£ãª

¡�  â¤à©�ª, ^;_ : A� A �! A, �å¤�  £¦¤¦«¦¤ ¡âª.

�§æ�� ¥�: �� ��å¥¦¬£� æ«  �¤ x � x
0 ¡�  y � y

0, «æ«� x^ y � x
0 ^ y0

(¡�  �¤«å©«¦ ®� � � «�¤ â¤à©� _). �©®ç�  x^y � x � x
0 ¡�  x^y � y �

y
0. �§¦£â¤àª, x ^ y �å¤�  ¡á«à ­¨á�£� «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ fx0; y0g. �§� �ã
x
0^y0 �å¤�  «¦ £â� ©«¦ ¡á«à ­¨á�£�, �� �å¤�  �§¦£â¤àª ¡�  x^y � x

0^y0.
�¤«å©«¦ ®�,  ©®ç�  x � x

0 � x
0 _ y0 ¡�  y � y

0 � x
0 _ y0. �¬¤�§éª,

«¦ x0 _ y0 �å¤�  §á¤à ­¨á�£� «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ fx; yg. �§� �ã «¦ x _ y �å¤� 
«¦ �¢á® ©«¦ §á¤à ­¨á�£�, �� â®¦¬£� ¬§¦®¨�à« ¡á x _ y � x

0 _ y0.

��¨���å�£�«�

��¨á�� �£� 2.1.1 � ¡¨á (§�§�¨�©£â¤�) � ¡«¬à«á £§¦¨¦ç¤ ¤� �¤�§�¨�©«�-

�¦ç¤ £� � ��¨á££�«� æ§àª ©«¦ �®ã£� 2.1. �¦ � ¡«¬à«æ ©«� £â©� (�®ã£� 2.1)

�å¤�  «¦ «¬§ ¡æ §�¨á�� �£� £� �§ £�¨ ©« ¡¦ç � ¡«¬à«¦ç. �¨á�£�« , â®¦¬£�

a _ (b ^ c) = a _ 0 = a 6= 1 = 1 ^ 1 = (a _ b) ^ (a _ c)

�ç¦ �¡æ£� §�¨���å�£�«� � ��¨�££á«à¤ � ¡«¬à«é¤ �å¤¦¬£� ©«¦ �®ã£� 2.2.

��¨á�� �£� 2.1.2 �¤X �å¤�  ¦§¦ ¦�ã§¦«� ©ç¤¦¢¦ «æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤

¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬ �å¤�  §¢ã¨�ª � ¡«¬à«æ £� � á«�¥� «¦¤ ��¡¢� ©£æ ©¬¤æ¢à¤.

�§æ�� ¥�: �¦ �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦ �å¤�  «¦ ¡�¤æ ©ç¤¦¢¦ ¡�  «¦ £â� ©«¦ ©«¦ -

®�å¦ �å¤�  «¦ å� ¦ «¦ ©ç¤¦¢¦ X. �¦ �¢á® ©«¦ §á¤à ­¨á�£� «à¤ ¬§¦©¬¤æ¢à¤
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�®ã£� 2.2: � ��¨á££�«� ��§�¨�©£â¤à¤ � ¡«¬à«é¤, II
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b a d b

a

??
??

??
??

c

>>>>>>>

��������

0

��������������
0
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�������

Ai � X; i 2 I; �å¤�  � â¤à©�
S
i2I Ai ¡�  «¦ £â� ©«¦ ¡á«à ­¨á�£� �å¤�  �

«¦£ã
T
i2I Ai.

��¨á�� �£� 2.1.3 �¦ ©ç¤¦¢¦ F æ¢à¤ «à¤ §�§�¨�©£â¤à¤ ¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬

X �å¤�  � ¡«¬à«æ £� �¢á® ©«¦ ©«¦ ®�å¦ «¦ ¡�¤æ ©ç¤¦¢¦ �¢¢á ®à¨åª £â� ©«¦

©«¦ ®�å¦.

�§æ�� ¥�: �¨á�£�« , �¤ A;B � X �å¤�  §�§�¨�©£â¤� ¬§¦©ç¤¦¢�, «æ«� ¡� 

� â¤à©ã «¦¬ª A[B, �¢¢á ¡�  � «¦£ã «¦¬ª A\B �å¤�  §�§�¨�©£â¤� ¬§¦©ç¤¦¢�

«¦¬ X. �§àª §�¨�«�¨ã©�£� ©«¦ §¨¦��¦ç£�¤¦ §�¨á�� �£�, � â¤à©� �å¤�  «¦

�¢á® ©«¦ §á¤à ­¨á�£� ¡�  � «¦£ã «¦ £â� ©«¦ ¡á«à ­¨á�£�.

��¨á�� �£� 2.1.4 ��  ©« ª �ç¦ §�¨�§á¤à §�¨ §«é©� ª «� � ¡«¬à«á �å¤� 

�§ £�¨ ©« ¡á.

�§æ�� ¥�: �¨á�£�« , æ§àª �å��£� ©«¦ ��­á¢� ¦ «�ª ��© ¡ãª ��à¨å�ª �¬-

¤æ¢à¤,  ©®ç¦¬¤ ¦  «�¬«æ«�«�ª

A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C) ¡�  A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C)

��¨á�� �£� 2.1.5 �§� ¡¦¤å�¦¬£� «¦ � á�¨�££� «¦¬ � ¡«¬à«¦ç «à¤ ¬§¦©¬-

¤æ¢à¤ «¦¬ X = fx; y; zg ©«¦ �®ã£� 2.3.
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�®ã£� 2.3: �¦ � ¡«¬à«æ «à¤ �§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬ �¬¤æ¢¦¬ X = fx; y; zg

fx; y; zg

mmm
mmm

mmm
mmm

m

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

Q

fx; yg fx; zg fy; zg

fxg

mmmmmmmmmmmmmmm
fyg

QQQQQQQQQQQQQQQ

mmmmmmmmmmmmmmm
fzg

QQQQQQQQQQQQQQQ

;

QQQQQQQQQQQQQQQQQ

mmmmmmmmmmmmmmmmm

��¨á�� �£� 2.1.6 ��å¥«� æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £� ¡�¤é¤ §�§�¨�©£â¤à¤ ¬§¦-

©¬¤æ¢à¤ �¤æª ©¬¤æ¢¦¬ X �å¤�  á¤à �£ � ¡«¬à«æ. �¥���å©«� � �«å ��¤ �å¤� 

� ¡«¬à«æ.

�§æ�� ¥�: �©«à A;B � X �ç¦ §�§�¨�©£â¤� ¡�  £� ¡�¤á ¬§¦©ç¤¦¢� «¦¬

X. �æ«� A [ B ��¤ �å¤�  ¡�¤æ ¡�  �å¤�  §�§�¨�©£â¤¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ X (£�

�¨ �£æ ©«¦ ®�åà¤ £ ¡¨æ«�¨¦ � å©¦ «¦¬ ��¨¦å©£�«¦ª «à¤ �¨ �£é¤ «à¤ ©«¦ ®�åà¤

«à¤ A ¡�  B). �§¦£â¤àª ¡á�� ��¬�á¨  £� ¡�¤é¤, §�§�¨�©£â¤à¤ ¬§¦©¬¤æ¢à¤

A, B â®�  �¢á® ©«¦ §á¤à ­¨á�£�, «�¤ â¤à©� A[B. �¬¤�§éª, «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤

£� ¡�¤é¤ §�§�¨�©£â¤à¤ ¬§¦©¬¤æ¢à¤ �¤æª ©¬¤æ¢¦¬ X �å¤�  á¤à �£ � ¡«¬à«æ.

��¤ �å¤�  � ¡«¬à«æ � æ«  ��¤ â®¦¬¤ æ¢� «� ��ç�� £� ¡�¤é¤, §�§�¨�©£â¤à¤

¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬ X â¤� £â� ©«¦ ¡á«à ­¨á�£�. �¨á�£�« , �¤ A;B �å¤�  ¥â¤�

£�«�¥ç «¦¬ª, £� ¡�¤á, §�§�¨�©£â¤� ¬§¦©ç¤¦¢�, «æ«� A \B = ;.

��¨á�� �£� 2.1.7 �©«à X «¬®æ¤ ©ç¤¦¢¦ ¡�  C : P (X) �! P (X) £ �

�§� ¡æ¤ ©� «¦¬ X ©«¦¤ ��¬«æ «¦¬ £� « ª  � æ«�«�ª

1. �¤ x � y «æ«� Cx � Cy

2. x � Cx

3. CCx � Cx




