


2 ���������	


 

www.ziti.gr

2



� �������	
 �
� 
 ���
����� �
� ��
 �������
 ���
	����
 3

 

 
 
 
 
�������� 
 
 
 

 

 
�� �������	 
	� ���

�	�	 
	� �����
�
�� �
� ������ ��� 
� �������� 
�� 
������������ ������� ��� ����
�� �� ����
�� ����
����	�, ������
��� ���-

���
� ����: ����� �� ���	
����� 
 ��������� �
� ���	���� �����
�, ���	 �����-
���� ������ �� �������
��, ��� ������ �� ���	
�����, �� ���� ��������� 
������ 
��� �� ���
����� 
	 "�����������" ���� 
�� �����
���� ���!�����
�� ����-
��� ��� 
� �	��
��� ����� 
� ������, �.�. #�
� �
��� ������ ��� 
� ���
���
� 
��� ���!��
����
�� �� ��!!��$�
� 
�� �����!���� 
���� ��� ���
�
� �
� ����� 
���. 
 % 
���� ������������ ��� �����!� ����
	������� ������ 
� ���
� ������-
&�� �� ���
������ ������ �����'��� ��� (���
��� �� ���� 
	� ��������� ��� 
�
� ��������� �
� 
�
 
������
 ��������

, ��� ����!����	��� ����$�
� ��� 

	� ���
�
������ ���

 ��� �
 ��������� ��� ��!
�������.  
 %� ��!!��$�
� 
�� ������ �
��� �!���
�� �������
	�����
 (���	��
���
, ���-
��!�!�
), ���������� 
�� +����!�!���� /��
�
��
��, ��������� !�� 
� #����-

��� +��!�����
� 
�� ���	��
����, ���� ��� ������� ��������
���
, 
��� 
	� 
0��
���������� ��� ��� 
	� +��
�������� 1���
����	�, �� ��
��
������� ��� 
�����
������ ������� ��� �����	
��� ��!� �
� ���� 
	� 0����
���� 
�� ���	-
��
����. 
 2������� �
� 
� ������ 
�� ������ �����
	�
3�
�� ��� ���
�
��
�, ���-
�
	������ �!����
	
� ���, 
� �	���
���
���, �$��� �
	� ���	���� ���!��
�-
��
	
�. #�������
�� �� 
��� �
� ������ 
�� ��������
����, ��� ��� �� $��
	-

�� ���	��
���� ��� +����!�!���� 4�	��
��, ����� ��� �� �����	
�� 
	� 
0����
���� 
�� ���	��
����. 
 1������
���� ����� 
��� ��!!��$�
�, 
��� +������
	������� 0�������� 
��� 
��� 1����	
�� 
	� 0����
���� 
�� ���	��
���� !�� 
	 ������$��� 
��� 
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“0�� ��� ������� �� �	
� ��������� $�����$
�� (explicit philosophies), ���� ��� 
����� �� ��
������ 
��� �����!�!��� ���� ������ �� ���� �	
�� 
�� ���������-
��� (implicit) $�����$
�� 
���.” 

Hans Freudenthal, Geometry between the Devil and the Deep Sea.  
 
 4� 
����
�
� ������ 	 “0����
��� 
	� �����
�
��” ���� !
��� ��
���
���� 
�������
��, ��
��
������� ���	��
�� ��� ���� 
�������
�� +�����	�
�� ���-
�
	������� ������
��. 
 % 
���� ��
�� �������� 
� ��
���� 
�� ���	!����� �
� 6�������� �� ����: * 
��������� ��� 
 ��������� �
� 
�
 
������
 ��������

, ��� ���'�!�!� 	 1��-
�
	������ 5���	 !�� 
	 0����
��� 
�� ���	��
���� ��
� 
� ���
��� (������) 
�'��	�� 
	� ����	������ ������� 2008-2009. 
 +����� ��� 	 �����
�
� ���� ���� �!��	��
 ��� ��3	
	��
 �
�� 
��� ���, 
��������� � “���
��” �� ���� 
�� ����
��� 
	� ����
����	�. G� ���
���	 ���	-
��
��� ����
���� ���� �����	��
 ��
� 
�� ������� ��� 
�� �����!�����. 4� 
��
���� ��� ���������� $�����'���, 
� ������ ��� 
	� ������ 
��, �� �����-
���� �� ��� ����!� ��
�� 
�� ��
��
��. 1������� 	 ���������� ��� ��������
 
�
� �� ���������� 
�� ��$
������ ���������� ��
�'� 
	� ����
	����!
�� 
�� 
���	��
���� ��� 
	� �����!�!���� ����
�� ��� ���'	�. #�������
 ����� �
� 
�� ��������� 
	 ������
	������
	
�, 
� �����!� ��� 
	� ���	����
���	�	 ��-

�'� 
�� �����$�������� ���� 
�� ����
��� 
	� 1���
����	�, ����� ��� ��-

�'� 
�� “�������” ��� 
�� ���
���� ��������
����. ( ���������	 ��
��� 
�� 
“�������” ���	��
���� (�'����
��� ���
���
�), �

� 
	� ��������
���� 
�-
�����!
�� (�������� ����������
�), �

� ����� ���� �$	�	���	� “�����
����” 
!������, �
��� ���������. B������ ��� 
�� ��
���� ��
�� �����
 �� �
��� �����-
�	 �� ��� ����� ��� (���
3����) ���������	
��� �����!� !�� 
� �����
� �����-
!�!��� ��� ����
	����!��� ��������
� 
	� ��������
�� 
	� �����
�
��. 
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 ( ���������	 ����
	�	 
�� 1����
�	 �
� ������� 
	� #�!��
�� ����
�, 
�
��, �
	� ����� ��� ��� �������!�� ��	��. ��� 
	 ��������
� ��� ���	�	 
	� 
�����
�
�� ��� ������� “�������� ����”, ��
� �����
���!� ���� ��� ��!���
�. 
( !����
���� �����
� �� ������ �� ���������� ������� �� 6����	!����, ���� 
��
�� 
	� �����
	� ��!����

�� ��� 
�� #���I��� 1���������� (“between the 
Devil and the Deep Sea”). 5
�� ���� 
� ��
�� o Freudenthal, 
� ��� �����	�� 
���
�
�
�� �
	� “��!����	 
	� �'�����	�	� 
�� �����” ��� 
� ����
 ��� 
�� 
�$	��. O ����� 
�� �������� �
��� ��� ���
�� ��� �������
����. 4� ������ ��� 
������� ��
����
�� ��� ���� 
��� ��
� ��� ����������� �� ���� �’��� �����, 
��
� ����
��� �� �� �����
�� 
	� ����
�
� 
�� ����� ��� ����� �� �������� – 
��� �����
� �� ���	��
��� ���$������. #�� 
	� ���	 �����, �� � �������� 
�������� ��’ 
	� ���� 
	 ���� 
�� ��
��� �
��� ���	
��, ������� �
������ �� 
������
��� ��� ��!��� ����
� �������
���� ���	����� ��� ��
���&��� ��� 
�� 
''��
3��
�'' 
���. 
 4� ����� ��
�� 
�� 
���� ���
�
	���, !�� ��������!����� ��!���, �� ���
� 
���
	
��, 
�� �'��: 

1) 2�������	 �����!�!��� ��� ����
	����!��� 3	
���
�. 
2) +���
������ �'���'	 ��� �'���'	 
	� �����
�
��. 
3) /�
��
� 
	� ��������
�� 
	� �����
�
��. 
4) 6��������� ��� ����
������� 
	� ��������
���� ������
��. 
5) % ����� 
�� !����
����� �����
�� �
	 ��������
�. 

 4� ���
� ��
���� 
	� ���
	� ���
	
�� ��3�� 
�� ���!���
	 ��� 
	� ���� 
�
�� �!��� 
�� ���
���
�� ������� �� 6����	!����, ��� ��� �'���������
�� 
�
� ��!��
��� $��������� ��� 
	� 
���
�� �	-���
	��
���, ��������� ������
-
��	 
�� ������� 
	� �����
�
��. 1���
�� ��� �
�� ��� ��
�� ����
	
�� ����
	-
�
3�
�� �
� �� !����
����� ������� ����� ���$���
���� �&��� ��� ������ �� ��
-
'��� �� ���$���
��� ���$��3����� � ����	
��� ���
���. % 7����� #!!������-
��� ����!�� ��� ��3	
�, �
� ��
���� ��
�, 
�
� �
�	 ��
�����
	
�� 
�� ���	��-

���� �������. ( �����!!��	 �
��� �	'�������	, 
��
������ ����
	����!��� ��� 
�����!�!��� ��� ����
����
�� “����������” ���� ��� 
� �������!�� 
	� �����-
�� 
	� ������. 
 4� 
��� �������!�� ��	�������, �� �$���� ��� ��!��
��� ����
��$�, �� 



��� !�� 
� ������� ��
���� 
	� 
���� ���
	
��. 6
� ��
���� ��
� � 4���� +�-

���	� (�� 
	 �����!��
� 
	� ��
����� +�
����� ��� 
�� �����	 ��������-
�	) ��������
 �� ��
�'�� 
	� +����!�!��� 
	� �����
�
�� ���� �� ��� ����
��� 
��������� ��� �����!�!��� ���
��� !�� 
�� �����!�� 
�� “������”. 5
�� ������-
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��

�� �� �������
 ���� �����	����
���� �'���� ��3�
	�	� �� ����	 �� 
� 
���	!������ ��
����. 6
� ���
��� ����� 
�� �������� ���������
�� ��� 	 ���
�-
�� �� ��� ���� !���
� ����
� ����I���
���� ������������ !�� 
� ���	��
���, 
���� �$��� 
� ���
��� �� 
	 �����
�
� ���	 
���. 4���� ��������

�� �� �����-
!�!��� �����!� ��� ������	 ��
�'� ��� ���$���
���� ����
	����!���� ���&�-
�� !�� 
	� 1����
���� �����
�
�. 
 #��3	
��
�� ���� $�����$���� ��������� ��� ����
���� �����
�
	
�� ���� 
��� 
�� ������!���� ��
������� ��� 
�� ���$�������� ���$���� � �����
	
��, �
��� 
����
� �� ��	!	����� �
	� “�'����
	�	” ������ �������
	��
��, ��� ��� 
	 
“������
�” � ���$�!� ������ �������
	��
��. #�
� �����
� �����
�
	�� �
� 
����� � B��
�����, ���$����� �� 
	 ��!���
	�	 
	� ���	����� �����
�
�� ��� 

	� “����������” L�!�����, �	�����!��
�� �� ������	 ��
�'� 
��� 
	 ���� 

�� Geometrie. M�� �����!	 $�����$��� ���3�
	�	 �
	� ����� ��� �$��� 
� 
!����� �����	�� 
	� ��!���
	�	� 
	� ���	��
���� !���	� (
�������
�� �� 
����	 �� 
�� �����!�!���� 
�� ����
�����). ��� �������!��, ��� ����� �	��
� 
��
�'� 
�� “+��
������” N��������, 
�� 1����
����� 
�� Brouwer ��� 
�� 
N�3�����
���� B���
����
������� 
�� von Glasersfeld $�
��
�� �� �
��� 	 ���-
������ �'�!	�	 
�� ���$����
���� ����� 
	� �#�

��, ��� ��� 
�� ��
������ 
�����
��� 
	� “���������������
���” (��� �������������
��� ������� �
� ���	-
��
��� ��
���� ���$���
���� ������.). +��� �� �������� �� �
���, �
� �	��
� 
��
�, 	 ������$��� 
	� 8������������ "���#��

� �
� ���������� ��� 
�� 
��!������ ����
	
�� 
	� ���� � Jacques Derrida; 6
� ������� (��� ��������-

� !�� 
� �	-$�����$��� ������� ���!���
	) ��� ��� ����������� �	���
��, 
��
� ���
���
� ����
�� �� �������� 
� ��
���� 
�� +���!��
	 6�����, �� 
� 
���
� ���
��� � ������ 
	� ���
	� ���
	
�� 
�� �����
�� 
����. 
 ( ���
��	 ���
	
� 
�� �����
�� 
���� ������������ ��� ��
���� ��� ����� 
������ ����� �	��
�, ���� ���$����� �
� ������ 
��� �������
������. 4� 
���
� (��$��	
���) ��
���� 
�� 6
��	 7�����
�� ������

�� �� 
	 ���
��	 
�'���'	 
	� 0��$������ �����
�
�� (��� 
�� Gauss ��� ��
�), �
���
�� ��$��	 
�
	� �$	�	���	 ���� ��� �����
	�
3�� ��� “���$����� ��������
	
�”, �� ��-
����
!��
� ��� 
	� �������� !����
�
� ��� 
	 ���
��	 $�����. 4� ��
���� 
�� 
8���	 6
���
3���� ��
��
���
3�� 
���� “��������� ����
������� ������” 
	� �-
�
��
�� 
	� �������
	
�� (1��	���� ������
	
�, #��!���	�	 ��� 7���	������ 
1�����
��	) �� ��

�
����� “����!�� +�����
!��
��” �
	 �����
�
�. 4� ��
-
���� ������
����
�� 
����� �
�� �'��
'��� ��� ��
��
������ �
	� 
�

	 “����
�-
����� �����” ��� ��!��������� (1) �
�� �	-1����
����� �����
�
��, (2) �
	 
(���
��	) 0��$����� �����
�
� ��� 
� 0������� 6��
���
� ��� (3) �
	 ��!-
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�
�

 

����	 �����
��	 
	� 1����
�����, ��� ��� 
	� %���
��	� � #����
	� �����-

�
��. 
 ( 
�

	 ���
	
� �$��� 
	� ��
��
� 
�� �������� �!������
�� �����
�
�� ��� 
������������ ���� 
� ��
���� 
	� B���
��

��� 9�������, ���
��� �� 
	� �'�-
���
��� ���!��
���	 
	� �����
�
�� �
� ��������� �!����
��� 
�� 19�� �����. 
U��� $�
��
�� ��� 
	� ��
����� ��
� ������, � �
���� 
	� ��������
�� ��� �-
������� 
��� ��!!��$�
� 
�� �������� �!������
�� �� ������$����� ��� ���	-
��
��� ��

�	&	 �����!	 �’ ��
� 
�� Hilbert ��� �� !
���� ��������� 
�� 
Pasch, Hilbert ��� Peano �
� 3�
	�� 
	� ���
����� �'����
���� �����
��	� 
	� 
�����
�
��. 
 ( ������	 ���
	
� ���	!����� �����
��
�� ��� �����	��
����, ���&��� ��� 
��
���� ���
��� �� 
� ��������� � 
	� ���

�	�	 
	� ��	� ��������
���� �����-
���
�� (�����
��� ���!�����
�, ������� ����
� ��� �����
���� ����
����) �
� 
���	�� 
	� �����
�
��.  
 T� ��
���� 
�� 0�����	 ����� �
���, �� ������
�� �����

	
�� ����������, � 

���� � �����!�	
�$��	����� ���$������ ��!�� 
	� ����!	��� 
�� (���� �� ��-

�� � ��!�� 
	 ���� 
�� ���	). 6��&��� ��� ������
�� ��� ��� ���
��� ��	���
� 
!�� 
	� ���	���� ���!��
���
	
� 
	� ����
����	�, !�� 
� ��������� 
�� �����-

���� ���!�����
�� 
	� �����
�
�� ��� ���
�� !�� ��� ���!��
� ��� �'
�� 
	� 
����
����	� 
�
���� �� ����
&��� �'��

�� 
	� ����
�����, 
	� ��	��$������ 
��� 
	� “��	��$��	�	�” �
	� ����� ��� 3����.  
 /���

��� 	 
��	 
�� !����
����� ��
�������, ��� ���
����� ��� ��� 
� 
����������� �
����
� 
	� ���	��
���� ����
����� ��� ������

��, �'�
�3�
�� 
�
� ������� ��
���� 
	� 
���� ���
	
��, ��� ������ �
�� #�
��� +����. %� !�-
���
����� ��
������� ������
��� ��� ���	
������ �
	 0��
��������� 1���
-
����	, !�!���� ��� 	 ��������
��� �����
	
� �� ������ ���
����� �� ��
���
�-
�
��� ��� �� ����� ���	 �� �������� ��� ��������
	
�. 6
� ��
���� ��3	
�

�� 
��� �����
��� ��
���� �� 
�'	 ��� ���$����
�� ���
	��
��� ���� �� ���
���� 
����	
���� ��� �������
���� ���	����� �����!!
���� 
�� 
����
�
�� ������ �
� 
����. 
 6
	� 
��� ���
	
�, 	 $��� 
�� +����!�!���� /��
�
��
�� ������
�� 
	 ���� 

	� ��
���
��� ��
�. % 2����	� 6������, ��� 
��� ���������� ���������� !�� 

� �����
��� ���!�����
� 
�� ���	��
����, �������
3�
�� 
	 ������ �����!� 

�� +./. !�� 
� ��������: 
� ������� 
	� ��	� 
	� �����
�
�� ��� 
	� ��

�
��-
�	 ��	 
	� “L�!�����”, ��� !�!���� ��� (�� �'�
���	 
	 �X ������
��, �� 
� 
“�'����
�” ����
� 
�� �. /����
�	) ���
���� ���� ��� 40 ������ ����� �� '���-
�����
.  
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 ( ���
	
� �����
3�
�� �� 
	 ���
��	 ����!	�	 
�� 8���	 6
���
3���� (“( 
�����
�
� �� ����
������ �!��� ��� �� �����
��� ��
���
���� �
� ������”), 
���� ���
�
��
�� 	 ���������	 ��� � ������
����� 
�� ������
�� 
	� �����-

�
�� !�� ���� 
�� 
�'��� 
�� ����
��. ( ����
	 
	� �����
�
�� ��	���� 
��� 
���	
�� �� �������� 
	� ����	 ����
�
� ���
3��
�� ���� 
� �$	�	���� ��� 

��� ���
 �� ���������� 
	 ���&	 
��� �� �������� ���
���. ( �����
�
� ��� 

	 $��	 
	� �����
 �� !
��� 
� ��
’�'���� ���	�� ������� �
����
�� �����
�� 
�
	� ���-�������
	����� ����
����	. 
 4� ��
���� 
�� +�
��� 8�����	, 
����
�
� (��
’ ��$��	
��� �����) ��
�� 

	� ���
	
��, ��
�� �	���
��� 3	
���
� ���
��� �� 
� ���� 
	� �����
�
�� ��
� 

	 ��
����	 
�� ���	
�� ��� 
� 0	��
��� �
� ��������. %� ���������� �
� 
��������� ��� 
	� �$����!� 
�� �����
���� ���!�����
��, 
�� �������� �!-
������
�� ��� 
�� ����
���� ��������
�� 
	� �����
�
�� ��� ����
�� �� ����
-
�� �� ����	 �� 
�� ��!������ �����!!
���� 
	� ��������
�� 
�� ���	��
���� 
��	!��� �
	� ���3�
	�	 ���� ������ �����
�� ��
���&��� ��� ����
���� !�� 
	 
���	��
��� 1���
����	 �� ���� 
�� ����
���. 
 ( +���
	 ��� 
����
�
� ���
	
� 
�� 
���� ��
�� �$��� �
� ���� 
�� !��-
��
����� �����
�� �
	 ��������
� 
	� �����
�
�� ��� '����� �� 
	� ����!	�	 

	� 1������
 B�����	, ���� ����	��
��
�� 	 �������
	
� 
	� !���
���� ���-

���!
�� 
	� ������	� ����� �
� !����
���� �����
� ��� �
� �
����
� ��
�� 
��
� 
	� ��
���	 �����	��
�� �
� ���	�� 
	� �����
�
��. ( !���
��� ���-
���	 ��� 
��� ��������
����� 
�� ����!���� 
�� ���	
�� 
��� ����� ��
�
 
����
���� ��!����������� ������ �
� �����
� ��� 	 ����
	�	 ��� 
��� 
����� 

��� ���	
�� ����������� ����������	�	� ��� ���!��� 
�� ����!���� 
��� 
������ �� ���
������� �������� �
����� �
	 ��������
� 
	� �����
�
��. 
 ( ���
	
� ��
� �����	����
�� �� 
� ��
���� 
�� #�������� ��!�
�	, 
� 
���
� ��
��3�� �
	� �'���'	 
	� ��������!���� ��
���	�	� ��
����� !����
��-
��� ��	��
�� ��� ���	
�� ���
�������� ��� ���
���������� ���/�	�. 4� �-
����	
��� �������� ��� ��������3��
�� ��������� 
	� ��

�	&	 
�� Duval ���-

��� �� 
�� !���
���� ��������
�� ��� ��������
�� �
	 ���
���!��� ��
���	�	 

�� �����
�� ��� ��	!��� �
	� ���!����
	
� �� ����
��
�� ��
� 
	 ��������
� 

	� �����
�
�� ��$��	 �� ���� 
�� ����
����� ��
���	�	� ���� !����
����� 
�����
�� ��� �
� �
�	 
������
	��� 
��. 

 6
� ���
��� 
�� �������
�� �!��� ���	 ��� �����'	 �� ����: «�����
�
� ��
-
3��
�� ��� $�����$��
��» ��� 
�� ���	!	
� 
�� ���	��
���� 
����
�� 
�� 
+������
	�
�� B��
	� +��� +��$���.  
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 6
	 �����'	 ��
� � +���� +��$���� ������
���, �� ���	 ��!��������� ��-
�����
� ��� ��������
�, 
�� �����
���� ����
�
	
�� 
�� ���!�����
�� ����-
����� �����
�
�� EucliDraw, 
� ���
� ���� ��
��������� � 
����, ��� ��� ��
� 
�����
 �� ����� 
� ���	
� � 
�� $��
	
� �� ��� «�����
��» ��	�	� ��� $��
��
-
��. B���� ����, ���� �
�� � 
����, 
� «�����
��» ��
� �
��� 
����������, ����
�
 
��� 
	 �����!��� �����
��� 
�� ���	
��- $��
	
��, ������ ������ … 
 ( �����'	 ��
� ���� ��� �����
 �� �������
 ���
� 
	 3��
��� ����	 
�� 
���!�����
��, !� ��
� ��� ��� ��������������
�� �
�� 
���. 
 

4� �����#
��� ����� ��� �����: 

$	
�� "�����
�, 
0�/���
� 6��+����

�, 

"����� )�+�	�
� 
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Πλούτος και ιστορικότητα των μαθηματικών εννοιών:  

Το παράδειγμα της γωνίας1 
 

Βένιος Αγγελόπουλος 
 
 
 
 
 
�������� 

#���������
� �� 
�� ����
� ��� 
	� ��
�����
	
� 
�� ���	��
���� ����� ��� �'����-
������� 
�� ��������� ��� �� 
� �������!�� 
	� ������. �� 
�� ����
� �����
	�
3���� 

�� ���$���
���� �&��� ���� �������� ���� �� ������
� ��
�'� 
��� ����	
��� ���$��-
3�����, ����� ��� 
��� ����
���� ���$���
����� ������ ��� �����
 �� ��������. %� 
��������� 
	� �
�������
��� ��	!��� �
	 �������	 ��
�'� 
	� ��������� (�	������) 
��
��
�� 
	� ���	��
���� ����
��	� ��� 
	� ������������� ��
��
�� 
	� ���	�	� 
�� 
���	��
���� ��� ���� �
���, ����� ��� 
	 �������	 ��
�'� 
�� �������� ��� ���� 
�
���� �������, �����	� (� ��!��������) “��
�����
	
��”, 	 ���
� ������
���� ���� 
�� 

�������� ������
������� 
�� ���	��
����. B��� ���	��
��� ���� ��������3�
�� 
�’��
�� 
�� ��������� ��� �����
 �� ����
	��
 ���
���. 
 
 

1.  %!!���� ��� �$�&��� 
 
1
��� !����� �������
� ��� 
� ���	��
��� ��������
�� �� ������� ��� �� 
�������. 4� ��� ��
� �������
��: 
� ������� ��	�������� !�� �� ��������� 
�� 
�������, �
��� ��
� ������� 
���� ���
���!��$
��. �� 
�� 
��� 
���� ��� �� 
������� ����
���
�� !���
� �
�� ���$���� !������: 	 ������ «���
��» ����
��-

�� ��� 
� ������� (������!�� !�����
��, ��'	) ������ �
� ���	����, 
� tree 
                              
1 6
� ���
��� 
	� ������ 
�� �����'��� 
	� 1���
	������� 5���	� !�� 
	� 0����
��� 

�� ���	��
���� ����� ��� ������ ���
�
�	 �����'	, �
�� 15/1/2009 - ��� ���$����-
��� ��� !�� �� �������
��� 
��� ��!���
�� !�� 
	� ������	�� 
���. 4� ��
���� ��� 
��������
 ���
3�
�� �’ ��
��, �
��� ���� ����
� 
�������	����: 2���	�� ������� �� 
����
�'� �������
��� 
� !����� �����, ���
�, ����� ���
��
��, �������&� 
� ���
��� 
�������!�� ��� �$������ 
�� �����. 6
	� 
����� !��$� �� ����	��� ������� ����
	-
������ 
�� L�	 #��!���!	, 
�� ���
�� ��
�	� �������
�.  
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���������

 

�
� �!!����, 
� ��

�
���� ����!����� �
� ����3���. ( ������, �� ���
	 ���-
��!!��	 
�������
��, �����
 �� �
��� 	 
��� �� ���$���� !������, ��� � ���� 
��� 
	 ������
3�� ��������3�� ��!��	 ����������$
� – ��� 	 !��$� ��
�	�2.  
 ( ����	 ������� ��� �������� �
� ���	��
��� �
��� ����

��� �����$����-
��, ���� ��� �� �
��� 
� ��
���
���� ��
�� 
	� ����
��. ��’ ��
� �� �
��� 
���
�� 
�����	�
����, ���
�� !�� �� �'	!��� !��

 ��
��3� �
�� ������� ��� ��� �
� ���-
����.  
 Z��� 
	� ���	� �
� �� ������� ���	!���
�� ��� 
� ������� ����
��3, ������ 
��� ��!��: �$���� ���
� ��
� �����
��� �
� �������
	������ �
���� 
�� ���	-
��
����, �

� �
�� !������ ��� ��� �����
��� !��$�, �

� �
	� ���������� 	��-
�
� ���� ����
��� ����
� �� ��
���� �� 
� ���
��� ���� ���� �������
 
� �����-
�� «1,2,3,…». #$�
����, ���
� ��� ��� 
� ������� �����
����� �������, ����-
���� ������� ��� ��� �����
�
���
�� �� �������. ��� �������!��, 	 ������ 
	� 

��	��


�: �������� �����
����� ��� ����� ����� ��� �������
	���� �����-
�� (��������, ��

��
�, ��

�
��$�, 	����������, ����
���, ���	�

���, �
�.), 
���� ������� ��� ������
 (1, 2, �, ½, i, �
�.). ���� ��� !��$���� «
 
��	��


 
7», ��� ��
���� «
 7», ���� 
� ������� «7» ������
3�� �	���� �����
	�	, 
�

� �����������
	 (������
�� �	���� !�� ��� ��
���	
� ��� ��
���� 
���� �� 
������ ������ �����
�����), �

� ����������	 ��
�� ��������, �.�. �������� 
��� ���
�, � 7(x)=2x+5 ��� ���� 
	� ������ «�����
	�	». #������ �� 
�� 
��� 

���� �� 
�� ���
�, �$�� �����3���� ��� ����� «7#�,», ��
� ���� «� 7#�,» 
��� ��� �������� � ������ �� !����.  
 #� �	 ����	��
 �
� 
� �������� �	������ �
� �
���
� �������� 
�� �����-
���. B�
� 
�
��� ��
�� 
�������
�� !���
�. 4� ������� �
��� �����

	
�. #�� 

	 �
�!�� �����
� ��� �� �
���������� ����� 
	� ��!���� ����� ���������	��
 
��������	
���, � ���!��� 
�� ���	��
���� �����
'��� �
��� �
	� ���
� ���� 
����� ���
��
���� (�	���� �	�������, ��
���
����	�����, ��!���������) ���!-
                              
2 +��$���� 
� 
��� �����
��� ��� �� 
��� $������� ��������, 
� �	���, � 
� ������
�, 	 !��$� 

�� ���
�� ��� !����� �� !����� ���$����.  
3 5���
�� �������, ��� ���
�: ������� $����, ����!��
�� ���
���!��$
�� �� �����!��
��� 
����-
���
�, ��� 	 ����� 
��� �
��� 
�
��� ��
� ��	!��� �� ���� �������, �
	� ���8
����� 
�� ���
�� 
$������!��� ��
�����
��: 4�
��� ������
!��
� �
��� �� $��
��
���
 ������
 � �� !����������� 
�����
����� – ��
������, !�� 
�� ���
�� �� ���
���!��$
�� i 1� � ��� � (	 «�����
	�	» 
�� 
Dirac) ���	!���
�� �������. �� 
	 ����� 
��� 
�
�, �� ������� �
���� ���$���
��� ����
��	 �
� 
�������, 
� $�

3��� �� ���� 
����, 
���� ��� �
��� ����
	�	 �� ��
�-���	��
��� ���
���
� 
(����: ����������� �� ��	;��� ��<� ��� ����� ���;), ������
������
�� 
�. �� ���� ��!��, �� ����-

�� �����
�����, 	 ����	 �������-�������� �
��� ���� ��!�
��� ���� ��’ �
� ���
���
��, �
��� 
����	 ���#������. 
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���4. B�� �$���� ������
���� �
� 
� ����������� ���� ����
�� �
��� 
� ������ 
������ 
�� ���
����� ��� ����!��
�� ��� 
�� �������, 
	���
�� 
��� ���
�-
�
����� ������� ��� �� ����� 
��� ����
��� �����������, ������ ���	��
��� 
���'��
	
� ��� ���� ��	��
��� �����������, 
� ���
� ���� �
��� ���� ��$
��-
�� �� ��
�����
�� �
	 �$�
�� 
	� ��������	� ����
	���
	
��.  
 0�� ���
3� �
� � �������� «������� $����������» ��	!�
 �������. #� 
������� ��
� !����� 
	 �����	 
�� 8
�����
, �
� 	 �����
�
� !�� �� �
��� 
����, ������ �� ��������� ���� �� ��
���
��
������ 
�� ������� 

����, ��!���, 
������� �� ��������
��, �����#��, �����<��, ��
���!���� �� ���
����� 
�� 
�-
��� «$��� ��������
�� ���<��� ��� ��� ���� ��� �����<�, ����� �� ������� 
�
� 
���� �����#�», ��
� ��� ������ �
���

�� �����$����
��. * �,�� ��� /����#�-

��� ��� �������� 
�� ��� ��� !���
���� ���� ������ �� ��������!�� 
� ��#����-
��� ���,������� ��������. #�

��
�, �������� 
�� ��� �
� ���� ���� �
 
�����	�� 

� ���/������	 ������#����	 ���
�������, ������������ ��
� �������
��� ��� �#-
#
#������ �������
���. ��� �������!��, ���� 
� ���	, ���� �� !��
��, ���� �� 
��!�����
, ���� �� �����
�����. U�� ��
� ���� ������� �� ����
�����, ��� 	 
�������	 �
��� ����� ���� �� ���$���
��� ��������!��� ���
�. ( ����� ���� 
����������
�� �� 
�� ��
����, ��� �����
 �� ���3	
	��
 ��
���� ��� �����.  
 
 

2.  %!!���� ��	! ���!� ������ ��� ��� '�(	������  
 
4� ���	��
��� ����
�����
�� �� ����
��	 ���� �
	 !�����, �
	� ���� 
!�����. #�� 
	� ���	, ���� !����� �������� ���	��
���� ������� �� ������-
�
	������ ��
����5 (��������, �����
�, ��!��
���� ��!����, �
�), �� ���
�� 
�����
�
� ��	����������
�� ��
������ �� #�,��� �
	 ���	��
��� ����
�. 7�-
��
��, �
	 ���	��
��� ����
��	 �� ���� ���� ����!��
�� �� 
	 �������, ���
� 
�

� ��	����������
�� �����!����
 (���� ��	��������, ��!�������, ����
�����, 
�
�.) �

� �������� ��'��� ��� 
	 !�����, ���� �� ��$�� ���$���
��� �������-
����: 4� ��
��
� �����������, /����
�����, ���������, ����� 
���
�� ���$���
�-
                              
4 7���
�� �
	� ���'	 ��
� ��
� ��� 
	��

�� �������, !��

 �� �����
'��� !��$��
�� !�� �� �����-
3��
�� ��� ��������� ��� ��� ��� �	�����, ��� (������) ��
� ��� �
��� ������ 
������	�����. 
5 �������� �� ������� �� �����
��� ����	�� 
	� ��!���
	�	� 
�� ���	��
���� �� ����
��	 

� 6
����
� 
�� 1����
�	, ����
�� ���&	 �
� �
��� 	 ��
��	'	 ���� ��������
�� ���
��� ��� ���-
���, ��
� 
��� ���
��� �$���� ��!����	�� 
� ���
	�� ����, ���
����� ��� �����
'��� (�	���� 
	 ���	��
��� ����
�), �$�
���� 	 ���	��
��� !���	 ���&� �� �
��� �������� �����
�� ������ 
��� �!��
��
��	�� �
� �	����� ��!�.  
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�� �	���
� �
�� ��������
3��� �������� �� ���	��
���� ���
�����, ��’ �
� 
�
	� ����� !�����6.  
 #��� ����� �� ���
 ���� 
� ���	��
��� �����
��� ����� ���]������
�� 
�����, ���� ��!���, ���
!�

, ���#��, �� ������� ��
�� �������
�� �� ���$���
�-
���� ������������ ��� 
	� ����� !�����: «���� ������
��� ������», «��� ��-

������ 
�
!���», «��� ����� �����», �
��� ��$������ !������� �������
�� ��� 
���	��
��� �
�����
�� �����
��.  
 #�
�, !��

 �
	 !����� 
� ���
!����� 
�� ������� ��� �
��� ��
� �����
�� 
�������������� ��� �����
 �� ��
������
�� �����!� �� ���$����� ����!��
��, 
���� 
� ���$��3�����. �����
 ��
�	� �� ��������
�� �� �����
� ��!��, ����� 
�	��
�� �� �	��
��� ������� 
� ��

��
� ��� 
	 ���	������	 ����	: 4� �	��
-
��� 
� «���
�» �
	 $���	 «G��
� ��� 
� ‘���», ��
�� �� ��������
�� ��� ��� 
«��� ��� �
� ������, ��� !�»;  
 #�

��
�, �
� ���	��
���, ���� ������ ���� ���
	�� �������������� �����-
������, �

� �
��� ���
������, �

� ����!����	 �� ������7. %� ����
	
�� ���� 
������� ��� �� �����

���� 
	� �� ����� �

� �
���
�� �'�����, �

� ����������-
�
��. ( ����
	 ��
�� 
�� ����
�
�� ��� �����

���� �����
� 
	 ���	��
��� 
����
���. ( ����	 �������� 
�� ������� ���

�� ����� ���� �
� ���
��� 
	� 
������	� ���	��
���� ����
��.  
B���� 	 ����	 
�� ������� �
� ���	��
��� ������
�� �
��� ������������ ��� 
���������� �� �������, 	 �������� 
��� �
��� ��
� ������ 
���� �����
��	, 	 
�������� 
��� ��
� ������� 
���� $
���
��	 ��’ �
� �
	� ����� !�����. #�
� 
���� ��� �
��� �����
�. 1�
�� ��� 
���
�� 
�
�������� ����
�� (�.�. ��� ���	-
��
��� ������ �� ��� ���� �
����
�), ������� ������� ����
� �����, ��
� �
	� 
����
�'	 
	� ����
�� ������� ������� �� ������ ������ ������ 
��� �����
	-
���
���, ��� 
����� �� �	��
���� ��
� ���$���
��� ��’ �
� ������ ��������. +�� 
!���
� �� �������!��, 	 ������ 
�� �������, ��� ������ ������� «$������ �-
������», ��� ��

�
���� 
�� ��!�� ��� �
�� ������ ��	
�� �� �	
��, ��� �� 
	� 
������	 
�� 2  (��� ���� 
�� ������
��� �
	 ��������) 
����
	�� �
�� ����. 
����� �	��
�� ������ 	 ��'	 «�������» �� �	� �
��� ����� ������
�� ���	��-

                              
6 6
	� ����� !����� 
� «��!������» ��
�$��3�
�� �!!���� complex, ��� �	��
��� «�����
��» � 
«����������».  
7 2� ��������
���� ��� �
�� ������� ��� ����� ���
���!��� ���	 �
	 ���	��
��� ����
�, �
��� 
��!
�������� �����, !�� �� ��������!������. 6
!����, ��'��� ���� «!����
�
�», «�����», «���-
��!�����», ������� �� ����	���� ���	��
���� �������, ����� ����!��$��� – ��	�	
��� �����
�-
��, ��� 
�� ��	����������� ����
� �
	� ���'	. ( ����
	 
��� ���� ��� �� ��� '��
��
�3� ����. 
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���� ���� �� ��� ��������
�� ��� ��� ����������
��� ��
��
�. +������� $��-
������ �� ������
������ ���'�����
��� ������
� �
� �������!�� 
	� !��
��. 
B�� ������ ��!��� ����� 
	� ���	��
���� ����!�!�� ���
�
�
�� �
	 ����
	 
�������
���� ����
�
��, 
�
��� $�������� ���� ���� ���� ����������� �
���.  
 2� �
�� 
���
�� �!��� �� ����	���� �� ���	��
���� ������� �� ����������-
��� �
�� ������ 
���. #���
 �� ����� ���, ��� ���� ��� ������ �����
 �� �����-
��
�� ���$���
����� �������� ����������� ��
�'� 
��� (���
� �����!�
�� � ���� 
��� ���� ����� �����
� ���!��
� ��� ����� ������	), ���� ��� ��� ���!�� ��-
����� �����
 �� ����'�� �����: ��� �������!��, �
	 �����
�
�, 
� ������� ���-
��
 �� ����
�
 ����� 
���� �	��
�� � 
���� �������. 1�
�	�, �����
 �� �������
 
�� ���
������ ������ 	 ����
� ��� �� ����
�
 ��
���� 
� ����!����� 
���� �� 
��������� 
	�, � ��

�
��$�, 
� ����!����� 
���� �� ���
������ ��� 	 ����
� 
�� �����
��� 
��. G� ����$�� ���
������ ������ ��

 ��
�� �� �������� �� 
�������
 ��� 	 	������
� (��� ��� ���&	 ��� 
�
���� ���������, ���� �
��� ��-
$�� ���
��������)8. +��$���� 	 �����!� ������� ������� ��� ��
�� �� 

��
� 
��� ��	���3�� 
	 ��
����
� ����
�'	 
	� ����
��9.  
 1$���� ������ �� ���	��
���� ������� �����
3��
�� ��� 
� ������ 
�� ��-
���

���� 
��� ��
�� ����
��, ��� �����
 �����
�, �����!� �� 
� ���
���, �� 
��
'�� ���$���
����� ������, �
��� �������
��� �� ����� ��� 	 ������
� ��� � 
����
�� 
	� ���	��
���� ������� �
��� ��� $
���
����, ���� �
 
�����
���� �� 
��
�� 
	� !��������. +��!��
�, ��� �
� ���	��
��� ��� ���
�����
�� �����
� 
��!�� �'� ��� 
	� �������'
�, �
�� �
� ��$���	 �$
�
�
�� ����
��	 �����
��, 
��
� ����
�!��$�

�� ��� ��������� ����� 
	� ������, ����
�, �� ������� ����-
�
�����, 	 ������ �����
 �� '�����	�������	��
 �� 
� ������ 
	� ��	��. #�

-
��
�, �
	 !�����, ������ ��� ������� 	 ��$	���
��� ��

$���	 «1�'����� +�-
�
��» ��

 «�$���'��	 �������», ������
� 
� «��'�����» ����
	�� 
	 �	���
� 
«�$���'����», ���
� �������� �� �	��
��� «$���'����».  
 
 

                              
8 [6	�. 
�� ������	
��] 6� ��� 
�
��� ���
�
��	 	 ��!��� �� �������� �� ����
�
 �� 	 ��������-
��	
��� ����	 ��� (��
���	���) 	���������, ��� 
� ��!������� ����� �� 	 ����������	
��� 

��� 
���. 
9 1�
�� ��� 
��� ����� ��
����'����� ��������, ���� �’ ��
� 
� ������
!��
�, ������ ��� $��-
������ ���� ���$���
���
 ������
 ��	����������
�� �� ���$���
��� ���
��� !�� 
	� 
��� ������: 
4� 3	
������ �
��� ����� 	 ��
��
�
���	 
�� ���$���
���� �����
�� – ���� �.�. 
	� ��������� �� 

	� �����
��� �����
�
�, �� �������� 
	� 
���� ������	� �

� ��� 
�� !����
����� 
	� ����
	
�� 
�

� ��� 
	 ���$� 
	� �'
����� 
	�.  
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3.  ���������	�� �
! ��(	������! �!!���! 
 
( ��
�'	 
�� ���	��
���� ������� �� ��� ����
� ��	!�
 ���!���
��� �
	� 
������� 
	� ��
�����
	
�� 
���, ��� �����
� ���� ��
�����
	
�� 
������. ( 
���
	 ������ �
��� 	 
�##����� � �
��
�� ��
�����
	
�, ��
� ��� ���������� 
«/�
��
� 
�� ���	��
����», ��� ��� �����
� 
	� �'���'	 
	� ���	��
���� 
!���	� �
� ���
��� ���� �����
	
��, ���� ����
�����, ��
�'� ����
����� � ��� 
�
� ������ 
	� �������
	
��. ��� ���
��	 ��
�����
	
� �
��� 	 ������������ 
��
�����
	
�, ��� ���� �� ����� �� 
	� ����
�'	 
	� ���	��
���� ����
��, 
	� 
��
���	�	 ��� 
	 ����	 
	� �
� ����� 
�� ���� �������� (��� ����
��� �� 
��
��	: !�� �������� �
���
��� �
	� �������	, !�� ������ $
���� ����� 
� ��� 
���	�� �������
�), ��� ���$���� ���

3�
�� ����� �� 
	 ��������
�10.  
 1�
��� �
� �������� �� ���������� ��� ��� ��
�����
	
� ����� 
����, ��-
���� ��� 	����
. +��!��
�, �� ���� ��!��������	 ������� �
�!��, ��� ���	��-

��� �����
	
� (� ���� �������� ��� ��
������
�� �� 
� ���	��
���) ���� �-
��&	 
	� 
	 �������	 ����
�, �� 
� ���
������
� 
	� ��� 
� �����
� 
	� ���-
�����
�, ���� �
	� ���
� ��������. ( ����
� ��
� ���� ��� ����, ��� �����
-
3�
�� ��� 
�� ������!�!�� ��� 
�� ��������
��. #��� �
� ������!�!� #�7 
�	��
��� �
� 
� # ���	!�

�� 
�� 7 ���� �
	 ���� 
	� ����
��, ���'��
	
� �� 

� # ���� ���
�����
 ���
� �
�� ��
����� ����� � ��� (����������� !�� ��� �-

���, ���'��
	
� 
�� ���� ����� ���
�, 
� # � 
� 7). B������� �������!��, 	 
�����
��	 
	� #����	
���� ����� 
	� 6���������
��, ���� 	 ���
����	 
	� 
2���
�� 6������ �
�� ��
����� ��
� ���� ��
�!����
��	 
	� #����	
����, 
��
� ��� ��� �������� ������� 
�� ������ � 
�� `���� �� ������ �
� ������. 
0����� ��� ������� ��
�����
	
� ��� �
��� ��
’ ���!�	 
��
��	���.  
 0�������� �
� �������� ������!�!�� ������ ��
������	�, �	���� �������-
�
��, ��
�� ��
��
������ �
	� ��
����� ��!����
�. #��� ��
�� ��’ ��
� ����-
���� ��� ������� � ���
������
� ��� ��� ������� �� ��������� ��
�'� 
��� �� 
�����
�� ����� ������!�!�� (�.�., ��� !��
�� �����
 �� ����� ����� ����$� 
���'��
	
� ��� 
� �� �
��� 
��� � ���). 1�� �	���� � ������ �����

�� �� ��� 
����� ���
�
�!���� ������ �
�!���, �
� «����
�», ���� �
�� ���
� �����
���� 

� !�!���
� �� ���	����
� (����������� �� �������&���, �	���� ��!�������), 	 
���� ���� ����
�� ����3�� �������
��� �� ��� �������
�������� ��� �����
�-
                              
10 % 8����
�� ��
3�� 
� ����
����� ���
� �� ��	��������
 
	� ������ 
�� ��������
���� �����. 
�� 
� �	������ ��������, ��
� ������� ��� �����
���. 0	����� ��� ������������ ��
�����
	
� 
���$�����.  
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